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Résumé : Un premier but de cet article est de présenter une synthèse des résultats 
de plusieurs auteurs concernant les caractères des groupes réductifs finis à centre non 
connexe. Nous nous intéressons particulièrement aux problèmes directement liés à la non 
connexité du centre. Nous insistons notamment sur les caractères de Gelfand-Graev et 
les caractères semisimples. 

Un deuxième but est d'étudier l'influence de la non connexité du centre sur la théorie 
des faiceaux-caractères. Nous nous concentrons notamment sur la famille des faisceaux- 
caractères dont le support rencontre la classe unipotente régulière : ce sont les analogues 
naturels des caractères semisimples. 

Le dernier but est l'application de ces résultats aux groupes réductifs finis de type A, 
déployés ou non (comme par exemple les groupes spéciaux linéaires ou unitaires) . Lorsque 
le cardinal du corps fini de référence est assez grand, nous obtenons un paramétrage des 
caractères irréductibles, calculons explicitement le foncteur d'induction de Lusztig dans 
la base des caractères irréductibles, paramétrons les faisceaux-caractères et montrons 
que les fonctions caractéristiques de ces faisceaux-caractères sont des transformées de 
Fourier des caractères irréductibles (conjecture de Lusztig). Ces résultats permettent de 
construire un algorithme théorique pour calculer la table de caractères de ces groupes. 



Abstract : A first aim of this papcr is to présent an overview of results obtained by 
several authors on the characters of finite reductive groups with non-connected centre. 
We are particularly interested in problems directly linked to the non-connectedness of 
the centre. We insist on Gelfand-Graev and semisimple characters. 

A second aim is to study the influence of the non-connectedness of the centre on the 
theory of character sheaves. We study more precisely the family of character sheaves 
whose support meets the regular unipotent class: thèse are analogues of the semisimple 
characters. 

The last aim is the application of thèse results to finite reductive groups of type A, 
split or not (as for instance the spécial linear or spécial unitary groups). Whenever 
the cardinality of the finite field is large enough, we obtain a parametrization of the 
irreducible characters, a parametrization of the character sheaves, and we show that the 
characteristic functions of character sheaves are Fourier transforms of the irreducible 
characters (Lusztig's conjecture). This gives a theoretical algorithm for Computing the 
character table of thèse groups. 
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Introduction 



En 1907, Schur [Se] et Jordan [Jo] déterminaient les tables de caractères du groupe général linéaire 
GL{2, q) et du groupe spécial linéaire SL{2, q). En 1951, Steinberg [St2] déterminait la table de caractères 
de GL{3,q) et GL(4, g), en utilisant entre autres des constructions générales de représentations (que 
nous appelons de nos jours unipotentes) de GL{n,q) (voir [Stl]). Finalement, au prix d'un tour de 
force combinatoire remarquable, Green [Gr] déterminait en 1955 la table de caractères de GL{n,q) (au 
moins algorithmiquement). Par contre, les progrès concernant le groupe spécial linéaire furent beaucoup 
plus long. En 1971, Lehrer [Lel] déterminait une partie de la table de caractères de SL{A,q), celle 
correspondant aux séries discrètes. Citons également les travaux de Lehrer [Le2] puis Digne, Lehrer 
et Michel [DiLeMil] qui donnent des informations partielles pour le calcul de la table de caractères de 
SL{n,q). Ces informations sont suffisantes pour compléter la table de caractères lorsque n est premier. 
Un des buts de cet article est de fournir un algorithme théorique pour calculer la table de caractères de 
SL{n, q) : cependant, nous ne sommes capable de montrer la validité de cet algorithme que lorsque q est 
assez grand. 

Plus généralement, si G est un groupe réductif connexe défini sur une clôture algébrique F du corps fini 
à p éléments Fp {p premier) et si F : G ^ G est une isogénie dont une puissance est un endomorphisme 
de Frobenius relatif à une Fg-structure sur G (g = p'), le calcul de la table de caractères du groupe fini 
G''^ (appelé groupe réductif fini) est loin d'être résolu en toute généralité. Rappelons quand même que 
le cas du groupe 5p(4, q) a été résolu, pour q impair, par Srinivasan [Sr] en 1968. D'autres résultats ont 
été obtenus sur les petits groupes (groupes de Suzuki, groupes de Ree...). 

Pourtant, en 1976, l'article fondateur de Deligne et Lusztig [DeLul] permettait à la théorie des car- 
actères des groupes réductifs finis de faire des progrès considérables. Leur idée, inspirée par des calculs 
de Drinfeld montrant que la série discrète de SL{2, q) apparaissait dans la cohomologie £-adique de la 
variété définie par l'équation xy'^ — yx'^ = 1, était d'utiliser la structure de variété de G pour produire des 
sous-variétés de G sur lequel le groupe fini G^ agit et de récupérer ainsi des représentations de G^ dans 
la cohomologie ^-adique de ces variétés. Poursuivant dans cette voix, Lusztig [Lu5], après une série im- 
pressionnante d'articles, obtenait en 1984 le paramétrage des caractères irréductibles de G^ (dans l'esprit 
du programme de Langlands) lorsque le centre de G est connexe. En plus de ce paramétrage, il obtenait 
une formule explicite pour le degré de ces caractères ainsi qu'un algorithme (théorique) permettant de 
calculer les valeurs de ces caractères en les éléments semi-simples. 

Au cours de sa démarche, Lusztig introduisait une nouvelle base orthonormale de l'espace des fonctions 
centrales, la base des caractères fantômes, obtenue à partir de la base des caractères irréductibles par une 
matrice diagonale par blocs, les blocs étant des matrices de transformées de Fourier associées à des petits 
groupes finis (dont la taille ne dépend pas de q). En 1984-1986, Lusztig (voir [Lu4] et [Lu6]) développait 
une nouvelle théorie, la théorie des faisceaux-caractères, dans le but de comprendre l'intrusion de ces petits 
groupes finis et de ces caractères fantômes. Un faisceau-caractère est un faisceau pervers G-équivariant 
irréductible sur G satisfaisant à certaines conditions. Si A est un faisceau-caractère F-stable, on peut lui 
associer une fonction centrale sur G^, appelée fonction caractéristique de A ; cette fonction n'est définie 
qu'à une constante multiplicative près mais Lusztig a défini des normalisations qui en font des fonctions 
de norme 1. De plus, Lusztig a montré que ces fonctions caractéristiques de faisceaux-caractères F-stables 
forment une base orthonormale de l'espace des fonctions centrales. Il a fait la conjecture suivante : 

Conjecture de Lusztig : Si le centre de G est connexe, la matrice de passage entre 
la base des caractères fantômes et la hase des fonctions caractéristiques de faisceaux- 
caractères F-stables sur G est diagonale. 

D'autre part, Lusztig a aussi décrit un algorithme théorique permettant de calculer les fonctions car- 
actéristiques de faisceaux-caractères F-stables, même lorsque le centre de G n'est pas connexe. En 1995, 
Shoji [Shl] démontrait cette conjecture. 

Il apparaît ainsi au cours de l'évolution de la théorie que la non-conncxité du centre de G entraîne 
de nombreuses complications. Certaines sont techniques (comme par exemple le paramétrage des classes 
de conjugaison), d'autres sont théoriques (comme par exemple la non-connexité du centralisateur des 
éléments semi-simples du dual de G ou l'augmentation significative du nombre de faisceaux-caractères 
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cuspidaux). Cette non-connexité du centre explique les difficultés qui ont émaillé la recherche d'une table 
de caractères pour le groupe spécial linéaire. 

Plusieurs auteurs ont étudié les groupes réductifs finis à centre non connexe (Asai [As] , Lusztig [Lu7] , 
Digne et Michel [DiMil], Digne, Lehrer et Michel [DiLeMil], [DiLeMi2], Shoji [Sh2] ou l'auteur [Boni], 
[Bon4], [Bon5]). Le paramétrage des caractères irréductibles a pu ainsi être achevée [Lu7] et des nouvelles 
informations sur la table de caractères du groupe (par exemple la valeur en les éléments unipotents 
réguliers [DiLcMil]) ont été obtenues. 

Concernant l'analogue de la conjecture de Lusztig, un des premiers problèmes vient de ce qu'il n'y a pas 
de définition indiscutable de la notion de caractère fantôme. On peut alors considérer comme une réponse 
positive à la conjecture de Lusztig pour les groupes à centre non connexe un théorème qui montrerait que 
la base des fonctions caractéristiques de faisceaux-caractères F-stables est obtenue à partir de la base des 
caractères irréductibles par une matrice diagonale par blocs, les blocs étant des matrices de transformées 
de Fourier associées à des petits groupes finis. Dans cette acceptation, la conjecture de Lusztig a été 
démontrée pour les groupes spéciaux orthogonaux et symplectiques par Waldspurger [Wa] lorsque q est 
assez grand. 

Shoji [Sh3] a démontré la conjecture de Lusztig pour le groupe SL{n, q) pour p > 3n et q une puissance 
quelconque de p. Il a aussi proposé une définition intéressante de caractère fantôme : un caractère fantôme 
devrait être la descente de Shintani de G"^ à G-'^ d'un caractère irréductible F-stablc de G^ (pour n 
suffisamment divisible). Cette définition a le mérite d'être correcte lorsque le centre de G est connexe et 
de rendre vraie la conjecture de Lusztig dans le groupe spécial linéaire. 

Un des buts du présent article est de démontrer la conjecture de Lusztig (sans prendre la définition 
de Shoji de caractère fantôme) pour le groupe spécial linéaire et le groupe spécial unitaire lorsque p est 
quelconque et q est assez grand. Plus précisément, nous obtenons un paramétrage des caractères de ces 
groupes réductifs finis et définissons a priori, sans référence à la théorie des faisceaux-caractères, des 
transformées de Fourier naturelles de ces caractères irréductibles (nous nous inspirons de [DiMil, §5 et 
6]). Nous montrons alors que la matrice de passage entre la base des transformées de Fourier et la base 
des fonctions caractéristiques de faisceaux-caractères F -stables est diagonale et calculons explicitement 
les coefficients diagonaux. Dans l'optique d'obtenir un algorithme pour calculer la table de caractères 
de ces groupes, notre résultat est satisfaisant. Il faut cependant être réaliste : la mise en œuvre de cet 
algorithme nécessite encore un travail considérable. Une dernière remarque : notre résultat est valide 
pour tous les groupes de type A, quel que soit l'endomorphisme de Frobenius considéré. Même dans le 
cas déployé, il s'applique aux groupes intermédiaires de la forme SL„/^^, oii d divise n : ces groupes 
sont des extensions non triviales du groupe fini SL{n, g)/jU^(Fg) qui ne sont pas contenus dans le travail 
de Shoji [Sh3]. 

Dans le cas du groupe spécial linéaire, il serait intéressant de relier plus finement le paramétrage 
de Shoji et le notre pour déterminer la matrice de passage entre nos transformées de Fourier et les 
caractères fantômes de Shoji : lorsque q est assez grand, cette matrice de passage est diagonale mais nous 
n'en connaissons pas les coefficients. Il serait aussi intéressant, dans le cas du groupe spécial unitaire, 
de savoir si nos transformées de Fourier sont des caractères fantômes (à une constante près) au sens de 
Shoji. 

Cet article a aussi un autre but : présenter une synthèse des résultats sur les groupes réductifs finis 
directement liés à la non connexité du centre. Notons 2{G) = Z(G)/Z(G)° le groupe des composantes 
connexes du centre de G. Nous montrons comment relier Z{G) au système de racines de G, étudions 
le morphisme Z{G) -Z(L) (oii L est un sous-groupe de Levi de G) en lien avec les automorphismes 
du diagramme de Dynkin affine, relions la structure de 2{G) avec la non-connexité du centralisateur des 
éléments semi-simples du dual G* de G, étudions la distinction qu'elle entraîne entre séries de Lusztig 
géométriques et rationnelles, étudions l'action de H^{F, Z{G)) sur les caractères de G^ à travers la théorie 
de Harish-Chandra, calculons les composantes irréductibles des caractères de Gelfand-Graev, étudions 
l'action de Z{G) (par conjugaison ou par translation) sur les faisceaux-caractères, avant d'appliquer tout 
ceci aux caractères des groupes de type A. Parmi ces résultats, beaucoup sont bien connus et dûs à 
d'autres auteurs, mais nous avons souhaité les présenter ensemble, notamment pour les relier entre eux 
et quelquefois pour en améliorer légèrement le degré de généralité. 

Pour étudier les groupes à centre non connexe, nous reprenons une technique courante [DeLul] : elle 
consiste à voir G comme un sous-groupe fermé distingué d'un groupe G à centre connexe tel que G/G 
soit abélien (c'est toujours possible ; par exemple, plonger SL„(F) dans GL„(F)). La théorie de Cliflïord 
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permet alors, par restriction de à G^, d'utiliser ce que l'on sait de G^, par exemple par les avantages 
liés à la connexité du centre de G. 

Cet article est organisé comme suit. Dans le chapitre I, nous introduisons les notations générales 
en vigueur dans tout l'article, présentons le contexte et établissons quelques résultats préliminaires à 
la suite. Dans le chapitre II, nous montrons comment calculer Z{G) et ^(L) (pour un sous-groupe de 
Levi L de G) de plusieurs manières. Nous rappelons les différentes constructions d'un morphisme entre 
le groupe Ag* (s) des composantes connexes du centralisateur d'un élément semi-simple s de G* et le 
groupe Z{G)^ des caractères linéaires de -Z(G). Nous y construisons une action de H^{F, Z{G)) sur 
les fonctions centrales sur G^. Nous rappelons aussi les notions de cuspidalité introduites dans [Bon3], 
[Bon4], [Bon5] et [Bon6]. Un des buts du chapitre III est de démontrer la disjonction des séries de 
Lusztig rationnelles. L'essentiel de cette preuve est contenu dans [Lu3] ou [DiMi2]. Dans le chapitre 
IV, nous étudions l'action de H^{F, Z(G)) à travers la théorie de Harish-Chandra. Nous ne pensons 
pas que ceci soit traité ailleurs dans ce degré de généralité. Le chapitre V, largement inspiré par [As], 
[DiLcMil], [DiLeMi2] et [Boni], traite des éléments unipotents réguliers, des caractères de Gelfand- 
Graev, de leurs composantes irréductibles (les caractères dits réguliers) et de leur dual de Curtis (les 
caractères dits semi-simples). Nous obtenons notamment une décomposition des caractères semi-simples 
comme combinaison linéaire d'induits de fonctions absolument cuspidales. Dans le chapitre VI, nous 
étudions les différentes actions de ^(G) sur les faisceaux-caractères. Tout d'abord, si A est un faisceau- 
caractère, la G-cquivariancc de A induit mic action de -Z(G) sur A via un caractère linéaire. De plus, 
via l'action par translation, Z{G) permute les faisceaux-caractères : nous déterminons l'action de cette 
permutation à travers le procédé d'induction à partir des faisceaux-caractères cuspidaux. Pour finir, 
nous étudions les faisceaux-caractères apparaissant dans l'induit de faisceaux-caractères cuspidaux dont 
le support rencontre la classe unipotente régulière et décrivons leur fonction caractéristique en termes 
d'induction de Lusztig. 

Dans le chapitre VII, nous supposons que toutes les composantes quasi-simples de G sont de type A et 
que G est muni d'un endomorphisme de Frobenius quelconque, déployé ou non. Nous montrons comment 
les fonctions centrales introduites dans le chapitre V permettent, lorsque q est grand, de construire les 
caractères irréductibles comme combinaisons linéaires d'induits de fonctions caractéristiques de fonctions 
absolument cuspidales. En utilisant le fait que le support de tout faisceau-caractère cuspidal sur G ren- 
contre (à translation près par Z{G)) la classe unipotente régulière et les formules de la dernière section 
du chapitre VI, nous obtenons la conjecture de Lusztig. Donnons-en un énoncé sommaire : soit s un 
élément semi-simple de G*^ , soit W°{s) le groupe de Weyl de Cq.(s), soit Ag*{s) = Cg' (s) / C^, (s) 
(c'est un groupe abélien), soit £{G^,{s)) la série de Lusztig géométrique de G^ associée à la classe 
de conjugaison de s dans G* et soit FCar(G, (s))^ la série géométrique des faisceaux-caractères F- 
stables associée à s. Notons T(G,s) l'ensemble des triplets (x,^,Q!) tels que x parcourt un ensemble de 
représentants des Ag* (s)-orbites _F*-stables de; caractères irréductibles de W°{s), ^ G {Ag'{s,x)^ )^ et 
C G H^{F* , Ag' {s,x)) (où Ag'{s,x) est le stabilisateur de x dans Ag'{s)). Notons X^(G,s) l'ensemble 
des triplets {x, a, t) où x parcourt un ensemble de représentants des Ag* (s)-orbites F*-stables de car- 
actères irréductibles de W°{s), a G Ag* (s, x)^ et t G H^{F* , Ag* (s, x))^- Si A est un faisceau-caractère 
i^-stable sur G, nous noterons Xa sa fonction caractéristique (explicitement normalisée comme dans 
l'article). 

Théorème. Supposons q assez grand. Alors il existe deux bijections 



X^(G,s) — > FCar(G,(s))^ 

(X,a,T) I > ^x(«)a,T 

telles que, si (x, a, t) gX^(G, s), alors 

^^^^^^-^ = \AgTsI)\ ^ m^)RAshc„ 

OÙ Cs,x,a,T est une racine de l'unité explicitement déterminée. 
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Il est à noter que, comme conséquence des travaux effectués, on obtient une description explicite du 
foncteur d'induction de Lusztig en termes du groupe de Weyl (lorsque q est assez grand). 

Dans la section 25, nous étudions plus précisément le cas oii G est un sous-groupe de Levi d'un groupe 
déployé de type A. Nous obtenons par exemple, en utilisant uniquement la théorie de Harish-Chandra, 
un paramétrage des caractères irréductibles de £{G^, (s)) par X(G, s) dont nous montrons qu'il coïncide 
avec le paramétrage du théorème précédent lorsque q est assez grand. Cela nous permet de retrouver, 
comme cas particulier des théorèmes du chapitre VII, le résultat de notre thèse [Boni, théorème 16.2.1] 
sur le calcul de l'induction de Lusztig dans le groupe spécial linéaire. Nous rappelons aussi comment 
fonctionne la décomposition de Jordan. 

Dans l'appendice A, nous rassemblons les résultats techniques sur les caractères de produits en couronne 
que nous utilisons dans les deux derniers chapitres. Dans l'appendice B, nous rappelons des résultats 
classiques sur les sommes de Gauss et montrons comment ils permettent d'obtenir les valeurs des racines 
de l'unité Cs,x,o,r intervenant dans l'énoncé du théorème précédent. 



Remarque - Cet article est largement inspiré de notre thèse [Boni], notamment des parties qui n'ont 
fait l'objet d'aucune publication. Nous en avons cependant amélioré et enrichi le traitement. L'appendice 
est essentiellement contenu dans [Boni, partie 1, chapitre I] : il est à noter que le corollaire 28.3, qui 
correspond à [Boni, proposition 1.9.1], est ici affublé d'une preuve correcte, contrairement à ce qui est 
écrit dans [Boni] ! Le chapitre III est une version très enrichie de [Boni, §6]. Le chapitre IV correspond à 
[Boni, §7] : remarquons que le groupe noté ici W^f{L, A) et noté Wgf(L, A) dans [Boni, §7.4] est défini 
ici de manière intrinsèque et non par un produit semi-direct peu canonique. Le chapitre V correspond 
à [Boni, §12 et 13] : ici, l'amélioration consiste à utiliser la version précisée du théorème de Digne, 
Lehrer et Michel sur la restriction de Lusztig des caractères de Gelfand-Graev que l'auteur a obtenue 
dans [Bon7]. La section 25 correspond à [Boni, §15 et 16] : compte tenu de la remarque précédente, 
le résultat sur l'induction de Lusztig est ici plus précis. Il faut aussi noter que la convention dans le 
paramétrage des caractères irréductibles de ayant été légèrement modifié, les formules obtenues ici 
se retrouvent allégées de certains signes. 



Remerciements - L'auteur tient à remercier très chaleureusement Jean Michel pour l'avoir lancé dans 
ce sujet lors de sa thèse, pour l'avoir initié à la théorie des faisceaux-caractères et pour les innombrables 
et fructueuses discussions que nous avons eues sur ce sujet depuis. 
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Chapitre I. Préliminaires, notations, définitions 

Dans la première section de ce chapitre, nous introduisons les notations et conventions générales 
valables dans tout cet article. Dans la deuxième section, nous introduisons les objets que nous allons 
étudier (groupes réductifs finis) tout en établissant quelques résultats préliminaires. La troisième section 
est une collection de résultats, notamment sur les centralisateurs de sous-tores de groupes réductifs, que 
nous utiliserons dans la suite de l'article. 

1. Notations générales 

l.A. Notations usuelles. Nous notons N = {0,1,2,3,...} l'ensemble des entiers naturels et N* = 
N\{0} = {1,2,3,...} l'ensemble des entiers naturels non nuls. Comme il est d"usagc, Z, Q et R désignent 
respectivement l'anneau des entiers relatifs, le corps des nombres rationnels et le corps des nombres réels. 
Si r est un nombre premier, Zr désigne l'anneau des entiers r-adiques et nous notons Qr son corps des 
fractions. Le corps résiduel de Z,- est noté F^. Si x € Q, nous notons iyr{x) G ZU {+cx3} sa valuation 
r-adique. Si a; ^ 0, nous définissons = r"^'-^^ et x^' = xx^^ . Nous notons Z(^) = {x G Q | v^^x) > 0}. 

l.B. Groupes, anneaux, corps. Nous fixons dans cet article un nombre premier p. Soit F une clôture 
algébrique du corps fini à p éléments Fp. Si g est une puissance de p, nous notons Fg le sous-corps de F 
de cardinal q. Par variété (ou groupe algébrique), nous entendons une variété (respectivement un groupe 
algébrique) sur F. Si n € N*, nous posons 

/x„(F) = {^ G Fx I e == !}• 
Alors |m„(F)| =np/. _ 

Nous nous fixons aussi un nombre premier (. différent de p et nous notons une clôture algébrique du 
corps des nombres ^-adiques Q^. Nous fixons une fois pour toutes un automorphisme involutif — > Q^, 

a: i-^- â; tel que ûj = uj''^ pour toute racine de l'unité tu dans . 

Si E est un ensemble et si ~ est une relation d'équivalence sur E, on notera Ej ^ l'ensemble des 
classes d'équivalence de ~ dans S et {Ej ~] un ensemble de représentants de ces classes d'équivalence. 
Le lecteur pourra vérifier que, chaque fois que cette notation sera employée (par exemple dans une somme 
"Ylixi^XElr^] résultat sera indépendant du choix des représentants. Si X est une partie de E, nous 

noterons \x (ou \\ s'il est nécessaire de préciser l'ensemble de référence) la fonction caractéristique de 
X à valeurs dans Q^. 

Si G est un groupe, nous notons \G\ G N* U {+00} son ordre. Si X est un sous-ensemble de G, 
< X > désigne le sous-groupe de G engendré par X, Ng{X) le normalisateur de X dans G et Cg{X) 
le centralisateur de X dans G. Si 5 G G, nous notons o{g) = | < 5 > | son ordre. Nous notons 
GtoTs l'ensemble des éléments de G d'ordre fini, Gp l'ensemble des éléments de G d'ordre fini égal à une 
puissance de p et Gpi l'ensemble des éléments de G d'ordre fini premier à p. Si g G Gtors, nous notons 
gp et gp> les uniques éléments de Gp et Gp> respectivement tels que g = gpgp' = gp'gp ■ gp est appelé la 
p-partie de g tandis que gp' est appelé la p'-partie de g. Remarquons que o{gp) = o{g)p et o{gpi) = o{g)pi . 

Si A est un groupe agissant sur G et si <^ G ^, nous noterons H^{ip,A) l'ensemble des classes de 
(f -conjugaison de G (deux éléments g et g' de G sont dits y-conjugués s'il existe a; G G tel que g' = 
x~^g<f{x)). En d'autres termes, H^{ip, G) = iî^(Z, G), où le générateur 1 de Z agit sur G via (p. Si est 
d'ordre fini, on a en général H^{}p, G) ^ H^{< (p >, G). 

Exemple 1.1 - Supposons G abélien. Alors H^{ip,G) = G/ïm{ip — 1) où on note <^ - 1 : G ^ G, 
g g~^^{g) '■ en particulier, H^{ip,G) hérite naturellement d'une structure de groupe. Si de plus G est 
fini, alors = \H^{ip,G)\. o 

Nous fixons une fois pour toutes un isomorphisme de groupes 

i : {Q/Z)p, F>< 

et un morphisme injectif de groupes 

j:Q/Z^Q/. 

On obtient alors un morphisme injectif 
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défini par k = joi ^. Pour finir ce paragraphe, nous définissons le morphisme surjectif î : Q — > 
comme étant la composition de i avec le morphisme Q — > Q/Z (Q/Z)p'. Notons que Kerï = Z[l/p] = 

{ap^' I a G Z et r e Z}. De même, nous notons J : Q — > Q^^ le composé de j et du morphisme canonique 
Q Q/Z ; on a Ker j = Z. 



l.C. Caractères des groupes finis. Si G est un groupe fini, nous notons IrrG l'ensemble de ses 
caractères irréductibles sur et le groupe de ses caractères linéaires à valeurs dans . On a 
C Irr G ; on a G^ = Irr G si et seulement si G est abclien. Si f : G ^ H est un morphisme de groupes 
finis, nous noterons / : — > G^, 9 o f \e morphisme dual de /. 

Si G est un sous-groupe distingué d'un groupe G et si ç!> e G, nous noterons Cent(Gç!>) le Q^-espace 
vectoriel des fonctions Gç!> — > invariantes par G-conjugaison. Nous définissons sur Cent(G(jf)) le produit 
scalaire 

(,)g: Cent(G<?!)) X Cent(G(/)) — > 

Si H est un sous-groupe de G et si 51 S G est tel que ^"^H = H, nous noterons Ind^^^ : Cent(iÎ50) — > 
Cent{G(f)) l'adjoint, pour les produits scalaires {,)Hg(t, et {,)g4>, de l'application de restriction naturelle 
Res^^^ : Cent(Gç;i) ^ Cent{Hg(j)). En fait, si / e Cent{Hg(t)), on a 

(1-2) (inf^^^/)(x0)= J2 fiy-'^^y)- 

_y<^lG/H] 

y ^x(t>y€Hg<j> 

On en déduit que 

OÙ / est l'extension par zéro de f h H < g(p >. Avec ces notations, Cent(G) est le Q^-espace vectoriel 
des fonctions centrales G — *■ et Irr G en est une base orthonormale. Nous identifions Z Irr G avec le 
groupe de Grothendieck de la catégorie des Q^G-modules de type fini. 
Si g G G, nous noterons 7^ la fonction centrale sur G définie par 

r,,. (0 si g et g' ne sont pas conjugués dans G, 

|Cg(5)| smon. 



En fait. 



De plus, si g £ H, alors 



7eIrrG 



Indgif =7?- 



Pour finir cette sous-section, nous allons donner une formule permettant de calculer l'induction Ind^^^ 

dans un cas particulier. Supposons maintenant que G = G = H<g>et(j)=l. En particulier, H est 
distingué dans G. Pour tout caractère irréductible x de iï invariant par G (c'est-à-dire par g), on fixe 

une extension x de x à G (l'existence de x est assurée par la cyclicité de G /H). On note Xg restriction 
de X à H g. Alors (Xs)xe(irr//)9 est une base orthonormale de Cent{Hg) et 

(1-3) Indg,Xs= E ^(fl)"'(X®0- 

|e(G/H)A 



Ici, un caractère linéaire de G/ H est aussi vu comme un caractère linéaire de G. 



9 



DÉMONSTRATION DE 1.3 - Posons 7 = Ind^^ Xg et 7' = J2^e(G/H)'^ iid) <8) 0- D'après 1.2, on a, 
pour X € G, 

^6 [G/H] 
y ^xyeHg 

ye[G/H] 



f|G/iî|x(a;) si xeHg 



sinon. 



D'autre part, 



«e(G//f)A 
Ug/H\x{x) sïxeHg 
10 



sinon. 



l.D. Groupes algébriques. Si H est un groupe algébrique linéaire, nous notons H° sa composante 
connexe contenant l'élément neutre, Huni sa sous-variété fermée formée des éléments unipotents, Hsem 
l'ensemble de ses éléments semi-simples, Z(H) son centre, D(H) son groupe dérivé et R„(H) son radical 
unipotent. Nous posons Z{ïi) = Z(H)/Z(H)°. Nous notons rg(H) le rang de H c'est-à-dire la dimension 
d'un de ses tores maximaux. Nous posons rgggjjj(H) = rg(D(H)). Si € H, nous posons C^{h) = Cn{h)° 
et Aii{h) = Ch(/i)/Ch(/i). Remarquons que Hsem = Hp/ et que Huni = Hp. 

Nous appellerons complément de Levi de H tout sous-groupe L de H tel que H = L k R„(H) (il est 
à noter qu'il n'existe pas toujours de complément de Levi). Nous appellerons sous-groupe de Levi de H 
tout complément de Levi d'un sous-groupe parabolique de H. 

Si -F : H ^ H est une isogénie dont une puissance est un endomorphisme de Frobenius pour une 
structure rationnelle sur H, on a, d'après le théorème de Lang, H^{F, H) = H^{F, H/H°). D'autre part, 
si h G H^, nous noterons, pour alléger les notations lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté sur F, 7^ la 
fonction centrale 7]^ . 

l.E. Caractères rationnels et sous-groupes à un paramètre. Soit H un groupe algébrique linéaire. 

Nous notons X(H) le groupe (abclicn, note additivcmcnt) des caractères rationnels H ^ et YÇH.) 
l'ensemble des sous-groupes à un paramètre H. On a bien sûr F(H) = y (H°). Si tt : H ^ H' est un 

morphisme de groupes algébriques, nous posons ttx ■ -'^(H') — > X(H), x x o n et wy ■ ^(H) y(H'), 
y ^ Tï oy. Remarquons que ttx est un morphisme de groupes. Si F : H H est l'isogénie précédente, 
les applications Fx et Fy seront notées par la même lettre F. 

Si H est commutatif, alors F(H) est un groupe abélien (que nous noterons additivement) : c'est un 
Z-module libre de rang rg(H) et nous définissons alors une forme bilinéaire 

<,>h: X(H) X y(H) — 

par la condition 

pour tous X e -'^(H), y G ^(H) et ^ G F^. Cette forme bilinéaire est étendue par linéarité en une forme 
bilinéaire 

(X(H) Q) X (y (H) ®z Q) ^ Q 
que l'on notera encore <, >h par abus de notation. Cette dernière forme bilinéaire est non dégénérée. 

Si TT : H ^ H' est un morphisme de groupes algébriques commutatifs, alors ny est un morphisme de 
groupes et ttjc et iry sont adjoints par rapport à <, >h et <, >h'- En d'autres termes, 

< ■Kx{x),y >H = < X,T:y{y) >H' 

pour tous X G -'^(H') et y e ^(H). Nous définissons par ailleurs le morphisme 

Ïh: F(H)0zQ H 

y^zr I — >■ y{t{r)). 
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Soient x G X(H) et y G Y{ïi) Q. Alors 

(1.4) x{ï^{y)) = î{< X, y >h)- 

Démonstration de 1.4- Écrivons y = y' ®ïr avec y' G Yiîi) et r G Q. Alors 

x{ïïi{y)) = x{y'{ï(r))) 
= 5:(r)<^'^'>« 
= ï{r < X, y' >h) 
= ï{<x,y>ti), 

ce qui est le résultat annoncé. ■ 

Remarque - Si H c;st un tore, alors <,>h est une dualité parfaite et îh est surjective (en effet, 
l'application F(H) ®ï¥^ , y ^S, y(0 est un isomorphisme de groupes). □ 

Si A est un groupe agissant sur le groupe commutatif H, nous définissons une action de A sur les 
Z-modules XÇU) et i^(H) par les formules suivantes : 

A X X(H) — > x{n) 
(fj, x) I — > ax^{x)=xoa~^ 

et AxYin) F(H) 

(o-,y) I — > aY{y)=(Toy. 

Il est alors facile de vérifier que 

< (T{x),a{y) >H=< x,y >h 
pour tous X G XÇH.), y G ^(H) et a G A. 

l.F. Groupes diagonalisables. Nous terminons cette section en rappelant quelques faits élémentaires 
sur les groupes diagonalisables. Premièrement, si D' est un sous-groupe fermé d'un groupe diagonalisable 
D (en particulier, D' est aussi un groupe diagonalisable), alors la suite de Z-modules 

(1.5) — > X(D/D') — > X(D) — > X(D') — > 

induite par l'inclusion D' D est exacte. Si X' est un sous-groupe de X(D) tel que 

(*) D' = {d G D I V X e X', x{d) = 1}, 

alors l'application naturelle X(D) — > X(D') induit un isomorphisme de groupes 

(1.6) X(D') ^ (X(D)/X')/(X(D)/X')p. 

Puisque X(D'/D'°) ~ X(D')tors) on déduit de 1.6 un isomorphisme de groupes abéliens finis 

(1.7) X(D7D'°)^(X(D)/X')p'. 

Nous supposons maintenant, et ce jusqu'à la fin de cette sous-section, que D est connexe (c'est-à-dire 
que D est un tore) et que D' est fini. Tout d'abord, l'application 

(1.8) ^(°') - °" 

^ ' X I > KOX 

est un isomorphisme de groupes abéliens finis. L'isomorphisme 1.7 montre que X' est d'indice fini dans 
X(D). Posons maintenant 

y' = {2/Gr(D)0zQ I VxGX', <;r,2/>DGZ}. 

Alors Y' contient YÇD) et la restriction de Îd à F' a pour image D' et induit un isomorphisme de groupes 
abéliens finis 

(1.9) {Y'/Y{-D)),,:^n'. 
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DÉMONSTRATION DE 1.9 - D'après (*) et 1.4, on a ïuiY'JcT)'. D'autre part, d'après [Boul, §4, n° 8], 
l'application 

X(D)/X' xY'/Y{T>) — > q/ 
{x + X',y + Y(D)) ^ j{<x,y>-D) 

est une dualité parfaite. Cela montre que Îd{Y') — D' et que l'on a bien un isomorphisme {Y' /Y(D))p> ~ 
D' (toujours grâce à 1.4). ■ 

Lemme 1.10. Soity GYÇD) et soit n G Z, premier à p, tels quey{î{l/n)) = 1. Alors il existe yo G Y (D) 
tel que y = nyo. 

DÉMONSTRATION - On a |/Lt„(F)| = n car n est premier à p. Do plus, /x„(F) C Kery par hypothèse. Donc 
y induit un morphisme de groupes algébriques y : F^//i„(F) D. 

Mais l'application F^ — » F^, ^ est séparable car p ne divise pas n. Donc elle induit un 

isomorphisme de groupes algébriques a : F^//Lt„(F) F^. Soit yo = y o a~^. Alors yo G Y^D) et 
y = nyo par construction. ■ 

Proposition 1.11. Soient T et T' deux tores et soit tt : T — > T' un morphisme de groupes algébriques 
de noyau fini. Alors le morphisme wy ■ Y{T) — > Y{T') est injectif et on a un isomorphisme naturel 

(y(T')/Im7rr)p' ::^Ker7r. 

DÉMONSTRATION - Soit y G Kcrvry. Alors l'image de y est contenue dans KerTr mais est aussi connexe 
et contient 1. Donc y = car KorTr est fini : l'injectivité de iry est prouvée. 

Notons Y' le sous-groupe de Y{T') fomé des éléments y' G Y{T') tels que ny' e ImTry pour un n G Z 
premier à p. Alors ImTTy CY' et, par construction, y'/Imvry = {Y{T')/ lmTrY)p' ■ 

Soit y' G Y' et soit n G Z, non divisible par p, tels que ny' G Im-zr-y. Soit y l'unique élément de Y{T) 
tel que nriv) = ny'. On pose 

n 

Alors TT{a{y')) = {ny'){î{l/n)) = 1 donc cr(y') G KerTr. Il est facile de vérifier que l'application 

a : Y' — ^KerTT 

est bien définie et est un morphisme de groupes. 

Il est aussi facile de voir que ImTTy C Kcrrr. Réciproquement, soit y' G Kercr. Soient n G Z, premier 
kp, et y € Y{T) tels que ny' = Try(y). Alors 

D'après le lemme 1.10, il existe yo G Y{T) tel que y = nyo- En particulier, y' = Try(î/o) donc 
Kercr C ImTTy. cela montre que Kercr = ImTTy. 

Il reste à prouver que cr est surjectif. Soit t G KerTT et soit n l'ordre de t. Alors n est premier à p et, 
puisque T est connexe, il existe y G Y(JT) tel que t — y{i~^(\/n)) (voir par exemple [DiMi2, Proposition 

0. 201). Alors TTy(y)(î~^(l/n)) = 1 donc, d'après le lemme 1.10, il existe y' G F(T') tel que ny' = TTy(j/). 
Alors y' G Y' et cr(y') = t par construction. ■ 

1. G. Dualité entre tores. Soient T et T* deux tores. On suppose qu'ils sont munis respective- 
ment d'isogénies F et F* dont une puissance est un endomorphisme de Probenius. Nous dirons que 
(T,i^) et (T*,i^*) sont duaux (ou simplement que T et T* sont duaux) s'il existe un isomorphisme 
V : X{T) y(T*) tel que F* o u = v o F. Bien sûr, la relation de dualité est symétrique car, en 
utilisant les dualités parfaites données par <, >t et <, >t*, le morphisme adjoint v* : X(T*) — > Y{T) 
de u est un isomorphisme. 

Supposons donc que (T,F) et {T*,F*) sont duaux et soit ly : X{T) Y{T*) un isomorphisme tel 
que F* ov = voF. Nous identifierons Ar(T) et y(T*) via v et nous identifierons X(T*) et 1^(T) via v* . 
On a une suite exacte 
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De plus, le morphisme F — 1 : T — > T est étale, donc induit un isomorphisme entre T et T/T^. D'après 
1.5, on obtient donc une suite exacte 

(1.12) — > X{T) ^ X{T) — > X(T^) — > 0. 
Par dualité, on obtient une suite exacte 

(1.13) — > Y{T*) Y{T*) — > X{T^) — > 0. 

Soit maintenant n un entier naturel non nul tel que -F" soit un endomorphisme de Frobenius déployé 
pour une structure sur un corps fini à q éléments. L'application T*^ — *• T*''^ , t Np,n/p,[t) est 
surjective. De plus l'application Y{T*) — > T*^*", y y{ï{l/{q — 1))) est surjective. Il est alors facile de 
vérifier que l'on a une suite exacte 

(1.14) — > Y{T*) y(T*) T*^* — > 0, 

011 / : Y{T*) T*^ , y Np*,i/p*{y{ï{l/{q— 1)))). Il est à noter que l'application / ne dépend pas du 
choix de n. La comparaison des suites exactes 1.13 et 1.14 et l'isomorphisme 1.8 fournit un isomorphisme 
T*^ ~ (T^)^. Cet isomorphisme ne dépend que du choix de i et j. 

Nous allons l'expliciter. Soit s G T*^ . Notons s le caractère linéaire de défini par .s via 
l'isomorphisme précédent. Pour calculer s, il faut tout d'abord trouver un élément y £ Y{T*) ~ -'^(T) 
tel que s = Np,n/p,{y{ï{l/{q - 1)))). Alors 

(1.15) s = KoRes^F y. 

2. Le contexte 

2. A. Le problème. Nous nous intéressons dans cet article à la théorie des caractères d'un groupe fini 
de la forme (paramétrage des caractères, table de caractères, théorie de Deligne-Lusztig, théorie 
de Harish-Chandra, conjecture de Lusztig sur les faisceaux-caractères...), où G est un groupe réductif 
connexe et F : G ^ G est une isogénie telle que est F endomorphisme de Frobenius de G relatif à une 
structure rationnelle sur G. 

Nous nous concentrons plus particulièrement sur les problèmes reliés à la non connexité du centre de 
G. En d'autres termes, nous essayons de résoudre les questions concernant les groupes à centre non 
connexe en supposant que la même question est résolue pour les groupes à centre connexe. La stratégie 
habituelle est la suivante. Il est possible [DeLul] de construire un groupe réductif connexe G (muni lui 
aussi d'une isogénie encore notée F) dont G est un sous-groupe fermé F-stable contenant D(G). L'étude 
précise du foncteur de restriction Rcsqf fournit alors des éléments de réponse (théorie de Clifford). 

Remarque - Il n'est pas déraisonnable de supposer que beaucoup de choses sont connues pour les 
groupes à centre connexe. Par exemple, la conjecture de Lusztig sur les faisceaux-caractères a été résolue 
par T. Shoji [Shl]. 

C'est d'autant moins déraisonnable que notre but est d'étudier le groupe spécial linéaire. En effet, 
ce groupe est inclus dans le groupe général linéaire et pratiquement tout ce qui concerne la table de 
caractères de ce dernier est connu (aussi bien du point de vue élémentaire de J.A. Green [Gr], que du 
point de vue de la théorie de Deligne-Lusztig [LuSr], voire même du point de vue de la théorie des 
faisceaux-caractères : le lien entre ces trois théories est lui aussi bien compris). □ 

2.B. Plongements. Comme expliqué ci-dessus, l'un des buts de cet article est d'étudier les foncteurs de 
restriction entre groupes de même type. Pour cela, nous nous fixons un groupe réductif connexe G muni 
d'une isogénie F : G ^ G telle que F^ est un endomorphisme de Frobenius de G relatif à une structure 
sur le corps fini F, (ici, ô est un entier naturel non nul et q est une puissance de p fixés une fois pour 
toutes : bien qu'ils ne soient pas uniquement déterminés par la donnée de (G, F), le nombre réel positif 
q^/^ l'est). 

Nous nous fixons aussi un sous-groupe fermé connexe F-stable G de G. Tout au long de cet article, 
nous supposerons que les hypothèses suivantes sont satisfaites : 



(1) Le centre de G est connexe ; 



13 



(2) Le groupe G contient le groupe dérivé de G. 

Remarque 2.1 - Puisque tout groupe rcductif peut-être plonge dans un groupe à centre connexe de 
même type [DeLul], les résultats que nous allons démontrer concernant le groupe G seront vrais pour 
tous les groupes réductifs connexes. □ 

Il résulte de ces hypothèses que Z(G) = Z(G) n G et G = G.Z(G). De plus, D(G) = D(G). Nous 
notons 

l'inclusion canonique. 

Nous fixons aussi dans cet article un sous-groupe de Borel F-stable Bq de G ainsi qu'un tore maximal 
F-stable To de Bq. Nous notons Uo le radical unipotent de Bq. On pose 

Bo = Bo n G et To = f n G. 

Alors Bq est un sous-groupe de Borel F-stable de G, Tq est un tore maximal F-stable de Bq et Uq est 
le radical unipotent de Bq. 

2.C. Système de racines. Nous notons Wo le groupe de Weyl de G relativement à To ; remarquons 
que Wo est canoniquement isomorphe au groupe de Weyl de G relativement à Tq. Nous notons $0 
(respectivement $0) le système de racines de G (respectivement G) relativement à Tq (respectivement 
Tq). Le morphisme ix ■ X(To) ^ X{To) associe à i induit une bijection entre $0 et 4>o- Nous notons 
Ao (respectivement Aq) la base de $0 (respectivement $0) associée à Bq (respectivement Bq). Si q; G $0, 
nous notons XJa le sous-groupe unipotent de dimension 1 de G normalisé par Tq et associé à a. 

Soit (1)0 : X{To) (8)zM ^ -'^(To) ®zK l'automorphisme d'ordre fini égal à q-'^I^F. Puisqu'il est d'ordre 
fini, on a det(/)o G {1) "I}- Nous poserons 

£G = àct(t>o et î?G = eD(G)- 

D'autre part, (po normalise Wq et induit sur Wq le même automorphisme que celui induit par F. Nous 
noterons aussi : Y{To) (8)2 M —> Y(To) (E>z K l'automorphisme d'ordre fini égal à q~^/^F. Pour finir, 
nous noterons çio : $0 — > ^'o la bijection telle que, pour toute racine a G <I>o, il existe un entier naturel 
5a tel que F{a) = p'^°<^o(<ï) (si w est une orbite sous l'action de <^0) alors 'Ylia&ui^'^ ^ Bien sûr, <^o 
stabilise Aq et $0". 

Si I est une partie de Aq, nous noterons < > le sous-système de $ de base I, Wi le groupe de Weyl 

de $/, P/ le sous-groupe parabolique BqW/Bo de G, U/ son radical unipotent et L/ le complément de 
Levi de P/ contenant Tq. Alors F/ (ou L/) est -F-stable si et seulement si (j>o{I) = I. 

2.D. Dualité. Nous fixons im triplet (G*,f;!;,F*) dual de (G,fo,F) au sens de [DiMi2, définition 
13.10]. Nous fixons aussi un triplet (G*, T^, F*) dual de (G, Tq, F). Le morphisme i induit un morphisme 
i* : G* ^ G* commutant avec F* et tel que i*(TS) = Tq. Il faut cependant faire attention : i* n'est pas 
uniquement détermine par i. On peut le composer avec n'importe quel automorphisme intérieur induit 
par un élément -F*-stable du tore maximal. Notons que i* est surjectif. 

2.E. Un résultat à la Borel-Tits. Borel et Tits ont montré, pour un groupe réductif défini sur un corps 
quelconque K , que tout if-complément de Levi d'un if-sous-groupe parabolique est le centralisateur d'un 
if -tore déployé [BorTi, théorème 4.15]. 

Ici, F ne définit pas forcément une structure sur un corps fini, mais il est tout de même possible de 
donner une caractérisation similaire des compléments de Levi F-stables de sous-groupes paraboliques 
F-stables. Un sous-groupe de Levi i^-stable de G est dit G-déployé (ou [G, F)-déployé s'il peut y avoir 
ambiguïté sur l'isogénie) s'il existe un sous-groupe parabolique i^-stable de G dont c'est un complément 
de Levi. 

Soit T un tore maximal F-stable de G et soit L un sous-groupe de Levi F-stable de G contenant T. 
On note $ et $l les systèmes de racines respectifs de G et L relativement à T. 

Proposition 2.2. Avec les notations ci-dessus, les assertions suivantes sont équivalentes : 
(1) 'L est G-déployé. 
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(2) On a 

$L = {a G 4» I Vf e Ker(F - q^^^ i^(Z(L)°) ®z Q{q^^^)), < a,v >t= 0}. 

(3) Il existe un sous-Q,{q^/^)- espace vectoriel E de Ker(F - q^/\ Y{T) ®z Q.{,q^'^)) tel que 

$L = {a e $ I Vv e -B, <a,v >t= 0}. 

(4) Il existe v € Kev{F - q^/^, Y{T) 0z Q{q^^^)) tel que 

$L = {a e $ I < a,v >T= 0}. 

Remarque - Lorsque F est un endomorphisme de Frobenius (par exemple lorsque ô = 1), alors la 
proposition précédente est une conséquence immédiate du théorème de Borel-Tits. □ 

DÉMONSTRATION - Il est clair que (4) ^ (3). Le fait que (3) ^ (4) résulte de la finitude de $ et du fait 
que Q{q^^^) est un corps infini. 

Montrons maintenant que (4) (1). Notons : $ ^ $ la bijection telle que F (a) soit un multiple 
positif de (f){a) pour tout a e Posons 

* = {a G $ I < a, ?; >T ^ 0}. 

Alors ^(*) = ^. De plus, \1/ est close, * n — * = $l et \1/ U — = Donc il existe un sous-groupe 
parabolique P de G dont L est un complément de Levi et dont ^ est le "système de racines" relativement 
à T. Puisque 4>{'^) = P est F-stable. 

Montrons maintenant que (1) ^ (4). Soit P un sous-groupe parabolique i^-stable de G dont L est un 
complément de Levi. Fixons un entier naturel non nul n tel que F'^^{t) = pour tout t G T. Notons n 
l'endomorphisme de Y{Z(L)°) ®z Q{q^/^) égal à Ello^ qk/5pnS-i-k_ j^i^^^ ^ o (F - q^/'^) = et 

(*) Y(Z(L)°) ®z <^{q^'^) = Ker(F - q^/^) ® Ker/x. 

Notons ^ le "système de racines" de P relativement à T. Alors il existe A G y(Z(L)°) tel que 

= {q, g $ I < a, A >T ^ 0}. 

Écrivons \ = vi + V2, où vi et V2 appartiennent à y(Z(L)°) (8)z Q(9"^''*) et vérifient F{vi) = q^^^vi et 
/u(w2) = (voir (*)). Posons 

= {a G $ I < a,vi >T ^ 0}. 
Nous allons montrer que \1> = \[''. Soit a G Puisque "if est 0-stable, on a, pour tout G N, 
< F''{a),X >T=< a,F''{X) >t ^0. Par conséquent < a, /u(A) >t ^0 ou, en d'autres termes, < 
a,nSvi >T ^0. Donc a G Réciproquement, soit a G ^' . Supposons que < a,X >t< 0. Alors, 
puisque $ \ \1/ est (^-stable, on obtient comme précédemment que < a,/i(A) >t< 0, c'est-à-dire < 
a, nôvi >T< 0. 

Puisque (3) => (1), on en déduit que (2) => (1). Pour finir, montrons que (1) (2). Notons 
= {a G $ I Vî; G Ker(F - q^/\ Y{Z{L)°) Oz Q(g^/'')), <a,v >t= 0} 
et soit vo G Ker(F - F(T) Q(g^/*)) tel que 

$L = {a G $ I < a, «0 >T= 0}. 

Alors $'c$L C$'. ■ 

Corollaire 2.3. Notons £ l'ensemble des sous-espaces vectoriels de Ker(F — q^^^,Y{T) Cg)z Q{q^^^)) et 
C l'ensemble des sous-groupes de Levi F-stables G-déployés de G contenant T. Si E G £, notons "Le le 
sous-groupe de Levi F-stable de G dont le système de racines relativement à T est 

{a G ^ \ yv G E, <a,v>= 0}. 

Alors l'application 

£ — > C 
E I — > Lie 

est une surjection décroissante. 
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Remarque 2.4 - Soient Pi et P2 deux sous-groupes paraboliques F-stables de G contenant T et soient 
Li et L2 les compléments de Levi respectifs de Pi et P2 contenant T (ils sont donc F-stables). Notons 
Ui et U2 les radicaux unipotcnts respectifs de Pi et P2. Alors, d'après par exemple [DiMi2, proposition 
2.1], Li n L2 est un complément de Levi F-stable du sous-groupe parabolique F-stable (Pi fl P2).Ui de 
G. Cela montre qu'il existe un sous-groupe de Levi F-stable G-déployé minimal contenant T. 

Cela aurait pu se voir grâce au corollaire 2.3 dont nous reprenons les notations : ce sous-groupe de 
Levi F-stable G-déployé minimal minimal est Ï^KeriF-q'^/^)- ^ 

2. F. Quelques propriétés du morphisme i*. Soit T un tore maximal F-stable de G et soit T* un 
tore maximal F*-stable de G* dual de T. On pose 

T = TnG et T*=j*{T*). 

Alors, d'après 1.5, on a une suite exacte 

— > X{T/T) — > X{T) — > X{T) — > 0. 

Tous les groupes impliqués dans cette suite exacte sont sans torsion donc, par dualité, on obtient que la 
suite 

— >■ X{T*) — > X{f*) — > Hom(X(t/T),Z) — > 

est exacte. Ici, 1' application X{T*) X{T*) est induite par le morphisme i* : T'* — > T*. En utilisant 
à nouveau 1.5, on obtient un isomorphisme de groupes 

Hom(X(T/T),Z) ~X(Keri*). 

Cela prouve la proposition suivante : 

Proposition 2.5. Le groupe Keri* est un tore central F* -stable de G* qui est dual de T/T. De plus, 
cette dualité est compatible avec les isogénies F et F*. 

Corollaire 2.6. Les tores G/G et Keri* sont duaux et cette dualité est compatible avec les isogénies F 
et F*. 

DÉMONSTRATION - En effet, l'injection T G induit un isomorphisme T/T ~ G/G. ■ 

Si ^; e (Keri*)^ , nous notons le caractère linéaire de G^/G^ défini par la dualité du corollaire 
2.6. Nous identifions avec le caractère linéaire de G^ qu'il induit. 

Corollaire 2.7. Le morphisme i* : G*^ G*^ est surjectif. 

DÉMONSTRATION - C'est une conséquence immédiate de la connexité de Ker i* et du théorème de Lang. ■ 
2.G. Action de Z(G)^ sur Cent(G^). Si z G Z(G)^ et si 7 G CentG^, on pose 

g I — >■ -f{zg). 

Alors if 7 G Cent G^ et l'application 

tf : Cent G^ ^ Cent G^ 
est une isométrie. D'autre part, l'application 

t^ : Z{Gf — > GLQ^(CentG^) 

est un morphisme de groupes, c'est-à-dire que l'on a défini ainsi une action de Z(G)''^ par isométries sur 
CentG^. 
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3. FOURRE-TOUT 

S.A. Morphismes isotypiques. Un morphisme tt : G ^ G entre groupes réductifs est dit isotypique 
si KerTT est central et 7r(G) contient le groupe dérivé de G. 

Exemple 3.1 - Les morphismes j et j* sont isotypiques. □ 

3.B. Sous-groupes de Levi auto-opposés. Soit L un sous-groupe de Levi de G. On dit que L est 

(G-) auto- opposé si, pour tout sous-groupc de Levi M de G contenant L strictement, on a \Nj^(Jj) fLl ^ 2. 
D'après [Ho], L est G-auto-opposé si et seulement si tout sous-groupe parabolique de G dont L est un 
sous-groupe de Levi est conjugué à P. 

Le groupe G est dit universellement auto-opposé si, pour tout morphisme isotypique tt : G — > G et 
pour tout groupe réductif F dont G est un sous-groupe de Levi, G est F-auto-opposé. 

Exemples 3.2 - (a) S'il existe une classe unipotentc de G supportant un système local cuspidal (au 
sens de [Lu4, introduction]), alors G est universellement auto-opposé [Lu4, théorème 9.2]. 

(b) Comme nous le verrons dans la proposition 7.1 (b), un groupe cuspidal (voir §7 pour la définition) 
est universellement auto-opposé. □ 

Soit maintenant / une partie de A. Alors / est dite (W-) auto- opposée si L/ est G-auto-opposé. Posons 

Wil) ^{weW \ w{l) = /}, 
= {w e w \ w{I) c A} 

et /(i) = Pi w{I). 

Il est clair que W{I) CW^ et il est bien connu que Nw{Wi) = W{I) x Wj. La deuxième définition 
de sous-groupe de Levi auto-opposé montre que / est W^-auto-opposée si et seulement si W{I) = , 
c'est-à-dire si et seulement si 7 = 

Définissons une suite décroissante (/'^"•')„gN de parties de A par récurrence de la façon suivante : 

r 7(0) = 7 

\ /("+!) = (/(")) (1) pour tout n e N. 
Posons 7^°°) = n„£N7(") . Alors 7^°°) est la plus grande partie W-auto-opposé de A contenue dans 7. 

3.C. Centralisateurs de sous-tores de G. Le résultat suivant est une généralisation de [Bon2, 
corollaire 4.2.3] : 

Lemme 3.3. Soit B un sous-groupe de Borel de G et soit T un tore maximal de B. Notons L un 

complément de Levi d'un sous-groupe parabolique P de G tels que TcL BcP. Soit (respective- 
ment le système de racines positives de G (respectivement h) relativement à T associé à B. Soit A 
un sous-groupe de Aut(T) stabilisant et $l et notons Wi, le groupe de Weyl de L relativement à T. 
Alors 

Cg((T^'^''^)°) =L. 

Remarque - Gardons les notations du lemme 3.3. Alors Wl est un sous-groupe de Aut(T) normalisé 
par A et Wl r\A= {1} car A stabilise : le produit semi-direct Wi, xi A est donc bien défini. De plus, 
(T'^^)" = Z(L)° et ce dernier groupe diagonalisable est stable sous l'action de A. Le lemme 3.3 dit donc 
que 

(3.4) Cg((Z(L)^)°)=L. □ 



DÉMONSTRATION - Le groupe (T^^^^y est un sous-tore de G donc M = Cg((T^^^^)°) est un sous- 
groupe de Levi de G. De plus, L c M par la remarque précédente. 
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Soit a S une racine de M relativement à T. Alors, d'après [Bon2, Proposition 4.2.1], on a 

E 5(a)=0- 

Soit 

Supposons que w(a) soit positive pour tout w e Wl- Alors /? est une somme de racines positives et 

Ea(/3)=0 

ce qui contredit le fait que A stabilise $+. Donc il existe w G Wl tel que -(«(a) n'est pas positive. Par 
conséquent, a S $l car T c L et B c P. ■ 

3.D. Centralisateur d'éléments semi-simples. Nous rappelons ici le théorème de Steinberg [St3, 
théorème 8.1] : 

Théorème 3.5 (Steinberg). 5? s G G* est s emi- simple, alors Cq, (s) est connexe. 

Remarque - Le théorème de Steinberg nécessite l'hypothèse de connexité du centre de G. Il n'y a pas 
de résultat analogue pour le groupe G*. □ 
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Chapitre II. Le groupe 2 (G) 

Nous étudions ici en détails le groupe des composantes du centre Z{G). Les résultats de ce chapitre 
sont pour la plupart classiques, sauf les propositions 5.4 et 8.10. Dans la section 4, nous étudions le 
morphisme surjectif Z{G) -Z(L) lorsque L est un sous-groupe de Levi de G. Dans la section 5, nous 
montrons comment calculer le groupe Z{G) et le noyau du morphisme précédent en termes du diagramme 
de Dynkin affine, du moins lorsque G est simplement connexe. La section 6 est consacrée aux multiples 
réalisations du groupe H^{F,Z{G)) ainsi qu'à ses liens avec les éléments semi-simples de G*. Dans la 
section 7, nous rappelons les différentes notions de cuspidalités introduites par l'auteur ([Bon3], [Bon6] 
et [Bon4]). 

Notations 

Nous nous fixons dans ce chapitre un tore maximal F-stable T de G et nous posons T = T n G. Nous 
notons W le groupe de Weyl de G relativement à T ; remarquons que W est canoniquement isomorphe 
au groupe de Weyl de G relativement à T. Nous notons $ (respectivement $) le système de racines de 
G (respectivement G) relativement à T (respectivement T). Le morphisme ix ■ X{T) ^ X{T) associé 
à i induit une bijection entre <i> et <î>. 

Nous fixons aussi un sous-groupe de Borel B de G contenant T et nous posons B = B fl G. Il 
est à noter que B n'est pas nécessairement F-stable. Nous notons A (respectivement A) la base de 
$ (respectivement <I>) associée à B (respectivement B). Alors A est une base du Q-espace vectoriel 
X(T/Z(G)°) (8)z Q : nous notons {zu'^)aeA la base de y(T/Z(G)°) Q duale de A (pour la dualité 
induite par <, >t/z(G)°)- 

Si I est une partie de A, nous notons $/ le sous-système de racines parabolique ayant $ comme base 
et nous notons Wj le groupe de Weyl de Nous posons P/ = BW /B et nous notons L/ l'unique 
sous-groupe de Levi de P/ contenant T. Alors $j est le système de racines de L/ relativement à T et 
W/ est le groupe de Weyl de L/ relativement à T. 

4. Calcul de Z{G) 

4. A. Le groupe Z{G) et le système de racines de G. Calculer Z{G) et calculer X{Z{G)) ~ Z{G)^ 
sont des problèmes équivalents. Puisque 

Z(G) = G T I Va G a{t) = 1}, 

on a, d'après 1.7 et 1.9 : 

Proposition 4.1. Le morphisme canonique X{T) — > X{Z{G)) induit un isomorphisme de groupes 
abéliens 

X{Z{G)) ^ (X(T)/ < $ >V. 
De plus, Ït/z(G)° induit un isomorphisme 

( © Zt^^/y(T/Z(G)°)V ^ ^(G). 

4.B. Sous-groupes de Levi. Soit L un sous-groupe de Levi de G. Alors : 

Proposition 4.2. Le morphisme Z{G) — » Z{L) induit par l'inclusion Z(G) Z(L) est surjectif. 

DÉMONSTRATION - On peut supposer (et nous le ferons) que L = L/ pour une partie / de A. Alors 
< > est un facteur direct de < $ >, donc {X{T)/ < $/ >)p^ i^iT^)/ < * >)p' est injectif. Donc, 
d'après la proposition 4.1, le morphisme naturel X{Z{'L)) X{Z{G)) est injectif. ■ 

Corollaire 4.3. Le groupe Nq,(L) agit trivialement sur Z{JS). 

Corollaire 4.4. Soit L un sous-groupe de Levi de G. Alors Z(L) est connexe. 
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Le morphisme surjectif Z{G) -Z(L) sera noté (ou bien hj_, lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté). Son 
morphisme dual sera noté hi, : .Z(L)^ ^ Z{G)^. Une fois que Z{G) est déterminé, le calcul de .Z(L) 
est équivalent au calcul de Ker/iL. La proposition suivante complète la proposition 4.1. 

Proposition 4.5 (Digne-Lehrer-Michel). Soit I une partie de A. Alors Ker/iLj est engendré par 

(ÏT/Z(G)°(î^a))c«eA-/- 

DÉMONSTRATION - En remplaçant G par G/Z(G)° si c'est nécessaire, on peut supposer que Z(G)° = 1. 
Soit Xi = X{T) n (< $/ > (g)zQ). Alors Xj = X(T/Z(L/)°). Mais, si a G A - 7 et si a; G X/, alors 

< x,zu]^ >T= 0. Donc Ît(î37q) G Kcr/iLj- 

Réciproquement, soit z G Kerft-Lj = Z(L/)° fl Z(G). Il existe donc y e y(Z(L/)°) 0z Q tel que 
z = ÏT(y)- Mais, {w^)aeA-i est une base du Q-espace vectoriel F(Z(L/)°) Q- Donc 

y= Yl 

aeA-/ 

avec Ta G Q (pour tout a G A — /). Si on pose 

y' = (^"V^a. 

aeA-/ 

alors z = i{y')- Mais, puisque z G Z(G), on a, pour tout a G A — /, < a,y' >= {ra)p' G Z[l/p]. Donc 
{ra)p' G Z, ce qui montre que 

aeA-I 

Cela termine la preuve de la proposition 4.5. ■ 

La proposition 4.5 entraîne le résultat suivant (dont une preuve différente peut être trouvée par exemple 
dans [Bon6, proposition 2.4]). 

Corollaire 4.6. Soient I et J deux parties de A. Alors Ker/iL^^^ = (Ker/iL^).(Ker/iLj). 
Corollaire 4.7. Soit I une partie de A. Alors Ker/iL^ = Ker/iL^^^^ . 

4.C. Les groupes .2(G) et Ker'i*. Dans cette sous-section, nous construisons un isomorphisme entre 
les groupes Ker'i* et Z{G)^. Pour cela, remarquons tout d'abord que 

X(t/Z(G)) ^ (< $ > ®zZ[l/p]) n X(T/Z(G)). 

Identifions ix : X(t/Z(G)) ^ X{T) et i^. : Y{T* nD(G*)) Y{T*). Alors l'image de ix contient 

< $ > et est contenue dans (< $ > ®zZ[l/p]) fl -'^(T). D'après la proposition 1.11, on obtient alors un 
isomorphisme de groupes abéliens finis 

(X(T)/<$>)p. -Ker'i*, 

ce qui, en composant avec l'isomorphisme de la proposition 4.1, fournit un isomorphisme 

XiZ{G)) ~ Kcr'?;*. 

Grâce à l'isomorphisme 1.8, on obtient finalement un isomorphisme 

(4.8) Lo: Kcr i* — >Z{G)^. 

Cet isomorphisme peut être décrit de la façon suivante. Soit a G Ker' i* et soit n G Z, premier à p, tel 
que a" = 1. Alors il existe x G X{f/Z{G)) ~ y(T* nD(G*)) tel que x{ï{l/n)) = a et il existe x G X{T) 
tel que ix{x) = nx. En fait, x G X(T/Z(G)°) et 

(4.9) uj{a) = KO Res^^Q^^^^ x. 
Le résultat suivant est immédiat : 

Lemme 4.10. L'isomorphisme oj ne dépend pas du choix de T et T* {il dépend uniquement du choix de 
i et j). De plus, w o F* = F ou). 
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(4.11) 



Les groupes (-Z(G)^)^ et H^{F, Z{G))^ sont canoniquement isomorphes. De même, les groupes 
H^{F,Z{G)^) et (^(G)^)^ sont canoniquement isomorphes. Donc, grâce à w, nous pouvons construire 
des isomorphismes de groupes 

: (Ker'z*)^* — ^ HHKZ{G))'' 
a;i : H^{F* ,Kei' i*) — > (Z(G)^)^. 

Par dualité, nous obtenons des isomorphismes 

Ûj : Z{G) — > (Kev'i*)^ 
(4.12) 0)0 : H\F,Z{G)) — ^ ((Ker' î*)^*)^ 

û}^ : Z{Gy — > iJi(F*,Ker'i*)^. 

Tous ces isomorphismes ne dépendent pas du choix de T et T*. 

Remarque 4.13- L'isomorphisme recevra une autre interprétation dans la section 6 (voir diagramme 
6.4). □ 

Remarque 4.14 - Soit L un sous-groupe de Levi de G et soit L* un sous-groupe de Levi de G* dual 
de L. Soient L = L.Z(G) et L* = i*-^(L*). Notons Ker^i* = D(L*) nKeri* et wl : Ker^^i* ^ Z(L)^ 
l'isomorphisme analogue de u obtenu en remplaçant G par L. Alors le diagramme 



Ker^^ i* 



zi-LY 



Ker'r 



.z{Gy 



est commutatif. L'application verticale de gauche est bien sûr l'inclusion canonique et rappelons que hi 
est l'application duale de hi,. a 



5. Groupes simplement connexes 



Nous supposons dans cette section, et uniquement dans cette section, que G est semi-simple, quasi- 
simple et simplement connexe et que p ne divise pas le cardinal de X{T)/ < $ >. Nous allons aborder le 
calcul explicite des groupes Z{G) et ZCL) en utilisant uniquement le système de racines de G. Le calcul 
du groupe Z{G) en termes des poids minuscules est fait dans [Bou2, chapitre VI, §2, corollaire de la 
proposition 5]. Le calcul du groupe ZÇL) peut alors être fait grâce à la proposition 4.5. En revanche, la 
proposition 5.4 nous semble nouvelle : elle contient une description de Ker /ilj lorsque / est auto-opposée 
en termes du groupe d'automorphismes du diagramme de Dynkin affine de G. 

S.A. Poids minuscules. Notons â la plus grande racine de A (elle est bien définie car, puisque G est 
quasi-simple, $ est irréductible). Posons 

A^^ = AU {-â} 

et = W>i Y{T). 

Puisque G est simplement connexe, est le groupe de Weyl affine de On définit 

AutH/(A'^*) = {weW\ w{A^^) ^ A^ff}. 

Alors Autwi^''^) est le groupe des automorphismes du diagramme de Dynkin affine de G induits par 
un élément de W. Pour finir, nous aurons besoin des notations suivantes : 

Aminus = {a e A I < â, >T= 1} 

et Aj^ij^^g = Ajninus ^ { Q^}- 

Posons conventionnellement wY.^ = 0. 
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Proposition 5.1. Supposons G semi- simple, simplement connexe et quasi-simple. Alors l'application 
nus ^ -Z(G), a ^ î{wl) est bijective. 

DÉMONSTRATION - Voir [Bou2, chapitre VI, §2, corollaire de la proposition 5]. ■ 

5. B. Automorphismes du diagramme de Dynkin affine. Notons Co l'alcôve 

Co = {y e Y{T) ®% R I (Va G A, < a, y >t ^ et < -à,y >t s$ 1 }. 

Soit z G Z(G). Soit y G Y(T) ®i Z(p) tel que Ît(2/) = z. Puisque < a,y >tG Z pour tout a G il 
existe un unique w G W^^ tel que w{Co) = y + Cq- Nous notons Wz la projection de w sur W. Alors 
ne dépend que de z et non du choix do y. 

Nous allons maintenant rappeler la formule explicite de M;j^(roV) pour a G A^j^^g. Si a G A''*, nous 
notons Wa = WAW^\^a} (remarquons que W-à = !)■ Alors on a, pour tout a G A, 

(5.2) "^ï-ri^X) = ^« 

(voir [Bou2, chapitre VI, §2, proposition 6]). 

La proposition suivante est démontrée dans [Bou2, §2.3] 

Proposition 5.3. Supposons G semi-simple, quasi-simple et simplement connexe. Alors l'application 
Z{G) Autw(A'^*^), z Wz est bien définie ; c'est un isomorphisme de groupes. 

Compte tenu du corollaire 4.7, on peut, pour calculer Kcr hi,^ , se ramener au cas où I est auto-opposée. 
Dans ce cas, la proposition suivante en fournit une description en termes du groupe d'automorphismes 
du diagramme de Dynkin afiine de G. 

Proposition 5.4. Supposons G semi-simple, quasi-simple et simplement connexe. Si I est une partie 
auto-opposée de A, alors 

Ker/iL, ={ze Z{G) \ Wz{I) = /}• 

DÉMONSTRATION - Soit a G A. Compte tenu de 5.2 et de la proposition 4.5, il suffit de montrer que 
Wa{I) = / si et seulement si a G A — 7. Tout d'abord, si a G A — 7, alors WA-{a}(7) = —7 et wa{I) = —I 
car I est auto-opposée. Donc Wa{I) = 7. Réciproquement, si a G 7, alors WA-{a}{ct) € et donc 
Wa{ct) G Par suite, Wa{ct) ^ I, ce qui montre que Wa{I) 7^ 7. ■ 

6. Le GROUPE H'^{F,Z{G)) 

6. A. Morphisme vers Out(G^). Commençons par un rappel élémentaire : 
Lemme 6.1. On a Cg(G^) = Z(G). 

DÉMONSTRATION - Nous verrons dans §14. A qu'il existe un élément unipotent u G Bq^ tel que Cg(w) = 
Z(G).Cu(, (m)- Donc Cg(G^) C Cg(u) = Z{G).Cu„{u) Si on note wq un clément de G^ représentant 
l'élément de plus grande longueur de Wo, alors Cg{G^) cCg{wouwô^) = Z(G).'"«Cuo(u). Donc 
Cg(G^)cCg(u) n Cg{wouwo^) = Z(G). D'autre part, il est clair que Z(G)cCg(G^). D'où le 
résultat. ■ 

Remarque 6.2 - Le lemme 6.1 montre en particulier que le centre de G^ est Z(G)^. □ 

Nous notons Aut(G,J^) le groupe des automorphismes de G commutant avec 7^. Alors le groupe 
Int(G^) des automorphismes de G induits par la conjugaison par un élément de G^ est un sous-groupe 
distingué de Aut(G,i^). D'après la remarque 6.2, le groupe Int(G^) est isomorphe au groupe des au- 
tomorphismes intérieurs de G^, ce qui justifie la notation utilisée. Nous notons Out(G,F) le groupe 
quotient A\it{G , F) / lnt{G^) . On a un morphisme canonique Out(G,F) Out(G''^). 

Si 2; G H^{F, Z{G)), nous notons gz un élément de G tel que gz^Pidz) appartient à Z(G) et représente 
z. Alors l'automorphisme intérieur mt gz appartient à Aut(G, F). On note T_p son image dans Out(G^). 
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Proposition 6.3. L'application : H^{F, Z{G)) Out(G''^), z ^ est bien définie : c'est un 
morphisme injectif de groupes. 

DÉMONSTRATION - Soient z e H^{F,Z{G)) et soient g et h deux éléments de G tels que h~^F{h) et 
g^^F{g) appartiennent à Z(G) et représentent z. Alors il existe x E Z(G) tel que x~^F{x)hr^F(h) = 
g~^F{g). Puisque x est central dans G, on a F{gh~^x~^) = gh~^x~^. Posons y = gh~^x~^. Alors 
y G G-'^ et int^ = int(y) oint(/ix) = int(y) oint(/i). Donc l'image de intg' dans Out(G,i^) coïncide avec 
l'image de int h. Cela montre que est bien définie. 

Montrons maintenant que c'est un morphisme de groupes. Soient z et z' deux éléments de H^{F, Z[G)) 
et soient g et g' deux éléments de G tels que g~^F{g) et g'~^F{g') appartiennent à Z(G) et représentent re- 
spectivement z et z' . Alors, si on pose a — {gg')^^ F{gg'), on aa = g'~^g~^F{g)F{g') = g'~^F{g')g~^F{g) 
car g~^F{g) est central. Donc a G Z(G) et a représente zz'. Mais 'mt{gg') = int(5f) oint(5'), donc 
t5^, = oT^- Par conséquent, t*^ est bien un morphisme de groupes. 

Pour finir, montrons que r*-^ est injectif. Soit z G H^{F,Z{G)) et soit 5 G G tel que g~^F{g) 
appartient à Z(G) et représente z. Supposons que int{g) induit un automorphisme intérieur de G^. 
Alors il existe h G G^ tel que h^^g G Cg(G^) = Z(G) (voir lemme 6.1). Donc, si on pose a = h~^g, 
alors g-^F{g) = {ha)-^F{ha) = a-^F{a) car F{h) = h. Donc z = l.U 

Remarque - Le morphisme de groupes Out(G, F) Out(G-'^) est en général non injectif. Par exemple, 
si G est un tore, si (5 = 1, et si G est déployé sur Fg, alors tout automorphisme de G commute avec 
F, donc Out(G,F) = Aut(G) car G est abélien. Mais, si n = dimG, on a Aut(G) ~ GL„(Z) et 
Aut(G^) ~ GL„(Z/ (ç — 1)Z), donc le morphisme Aut(G) — > Aut(G^) a un noyau infini lorsque n > 2. □ 

Le groupe Out(G^) agit sur Cent G-'^ et Irr G^ de la façon suivante : si r G Out(G^) et si x appartient 
à Cent G ^ ou IrrG^, on pose t(x) = xof~^, où f est un automorphisme de G^ représentant r. Cela 
nous définit donc, à travers le morphisme t*^, une action de Z(G)) sur Cent G^ et IrrG''^. Si 

V est un sous-espace de Cent(G^) stable sous l'action de H^{F,Z{G)) et si Ç G H^{F,Z{G))^ , nous 
noterons la composante C-isotypique de V. On a donc = y fl Cent(G^)^. 

6.B. Le groupe G^/G^.Z(G)^. Soit L un sous-groupe de Levi de G. On suppose ici que L est 

F-stable. On pose L = G n L. Alors L est un sous-groupe de Levi i^-stable de G. Le morphisme de 
groupes : F[^{F, Z{G)) H^{F, Z{L)) induit par /il est surjectif. S'il y a ambiguïté, nous le noterons 

Soit l G L'^. Alors il existe / G L et z G Z(G) tels que l = Iz. Puisque F{1) = l, on en déduit que 
l-'^F{l) = F{z)-'^z. Donc l-'^F{l) G Z(G). On note a^{î) sa classe dans H^{F,Z{G)). Il est facile de 
vérifier que (J^{1) ne dépend que de l et non du choix de / et z. Il est tout aussi immédiat que induit 
un isomorphisme de groupes (toujours noté crp) 

L^/L^.Z(G)^ ^ H\F,Z{G)). 

D'autre part, on a un morphisme canonique 

L^/L^.Z(G)^ Out(L^) 

et un simple calcul montre que le diagramme 

L^/L^.Z(G)^ ^H\F,Z{G)) 



H\F,Z{^)) 



Out(L^) < ^— 

est commutatif. Lorsque L = G, l'isomorphisme sera noté (Tg- De plus, l'isomorphisme dual de 
sera noté : H^{F,Z{G))'^ ^ (L^/L^.Z(G)^)^ (ou ctg si L = G). 
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. /V^^'^*\F' 



En utilisant l'isomorphisme uj'^ : (Ker'i*)^ Z(G))^ (voir 4.11), on obtient un diagramme 

commutatif : 



(Ker T) 



(Keri*) 



*\F* 



(6.4) H\F,ZiG)) 




(L^/L^.Z(G)^)^ > (L^/L^)^ 



DÉMONSTRATION DE 6.4 - Soit T un tore maximal F-stable de L. Soit T* un tore maximal i^*-stable 
de G dual de t. Posons T t n G et T* = ?:*(t*). Puisque L^/L^ ~ t^/T^, il suffit de montrer la 

commutativité du diagramme 6.4 lorsque L = T, ce que nous supposerons dorénavant. 
Soit n G N*. Notons w° : (Ker'i*)^'" Z(G)) induit par co. Notons 

/3„:(Ker'z*)^*" ^(t^")^ 

^ (Keri*)^*" ^(T^")^ et 

7„:ifi(F",Z(G))^^(T^'')^ 

(t^''/T^".Z(G)^'')^ 



' A*\F'" 



le morphisme composé (Ker i*) 



le morphisme composé iî^(F", Z(G))^ 
7i o = /3i. Mais, le diagramme 



(T^")^. Il s'agit de montrer que 



H\F,Z{G)) 



(Ker'i*) 




F\A 



(T^) 



(Ker'i*) 



/ ^*\F'"' 




Pu 



iîi(F",Z(G)) 



est commutatif. Ici, toutes les applications verticales sont injectives. En particulier, cela montre qu'il 
suffit de montrer que 7„ o w° = /3„ et donc que l'on peut remplacer F par n'importe laquelle de ses 
puissances. Par exemple, et c'est ce que nous ferons par la suite, nous pouvons supposer que F est un 
endomorphisme de Frobenius déployé de T (sur un corps fini à q éléments) et que F agit trivialement 
sur 2 (G). En particulier, F* est un endomorphisme de Frobenius déployé de T* et F* agit trivialement 
sur Ker'i*. 

Soit a G Ker' i* = (Ker' i*)^' et soit i G T^. Puisque F* est déployé, il existe y G F(f * n D(G*)) ~ 
X(t/Z(G)) C X{f) tel que a = y{î{l/{q - 1))). Soit alors y G Y{T*) ~ X{T) tel que ix{y) = {q- l)y- 
Soient maintenant i G T et z G Z(G) tels que i= tz. Posons z = t~'^F{t) G Z(G). D'après 1.15 et 4.9, 
il suffit de montrer que y{t) = y{z). Mais, 

y{z) = y{t-'F{t)) = y(t«-i) = ((g - l)y){t) = ix{ym = vit)- 



Cela montre le résultat car tZ{G) = ÎZ(G) et y G X(T/Z(G)). ■ 
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7. CUSPIDALITÉ 

7. A. Définition et premières propriétés. Le groupe réductif G est dit cuspidal si, pour tout sous- 
groupe de Levi L propre de G, on a Kerh^ ^ {1} (voir [Bon3, §1] ou [Bon6, §2.C]). Nous rappelons 
ici quelques propriétés des groupes cuspidaux dont le lecteur pourra trouver une preuve dans [Bon6, 
propositions 2.12 et 2.18 et remarque 2.14]. 

Proposition 7.1. Supposons que G est cuspidal. Alors : 

(a) 5z TT : G ^ G est un morphisme isotypique, alors G est cuspidal. 

(b) Le groupe G est universellement auto-opposé. 

(c) Toutes les composantes quasi- simples de G sont de type A. 

7.B. Sous-groupes de Levi cuspidaux. Si K est un sous-groupe de Z{G), nous notons C{K) (ou 
C'^{K) s'il y a ambiguïté) l'ensemble des sous-groupes de Levi de G tels que Ker/iL <^K. Nous notons 
l~-mm{K) (ou £^j„(-K')) l'ensemble des éléments minimaux pour l'inclusion de C{K). La preuve de la 
proposition suivante peut être trouvée dans [Bon6, lemme 2.16] : 

Proposition 7.2. Si K est un sous-groupe de Z(G), alors Cmui{K) est une seule classe de conjugaison 
de sous-groupes de G. De plus, ses éléments sont cuspidaux. 

Il est facile, en utilisant entre autres la proposition 5.4, de classifier les groupes Cyain{K) lorsque G est 
semi-simple, quasi-simple et simplement connexe. Cette classification est faite dans [Bon6, table 2.17]. 
Nous la rappelons dans la table 7.3 (cette table ne contient pas les groupes £niin(-2(G)) car ce sont les 
tores maximaux de G). Pour pouvoir lire cette table, il convient de signaler que les copoids fondamentaux 
en type D^r sont numérotés comme dans [Bou2, planches]). La classification dans le cas général découle 
de [Bon6, §2.B]. 

7.C. Caractères linéaires cuspidaux. Un caractère linéaire C, : -Z(G) —* est dit cuspidal si, pour 
tout sous-groupe de Levi propre L de G, on a Ker/iL çz! Ker^. Nous noterons 2^g(G) l'ensemble des 
caractères linéaires cuspidaux de Z{G). Si Z^^g(G) ^ 0, alors G est cuspidal. En particulier, toutes ses 
composantes quasi-simples sont de type A (voir proposition 7.1 (c)). 

8. Éléments semi-simples et non connexité du centre 

Hypothèse : Nous fixons dans cette section un élément semi-simple s € G*^ . Nous 
fixons aussi un élément semi-simple s e G*-^ tel que i*{s) = s. 

L'existence de s est assurée par le théorème de Lang et la connexité de Keri*. 

S.A. Centralisateur de s. Soit un sous-groupe de Borel F*-stable de Cq, (s) et soit T* un tore 
maximal i^*-stable de B*. On note W (respectivement W(s), respectivement W°{s)) le groupe de Weyl 
de G* (respectivement Cg*(s), respectivement Cq. (s)) relativement à TJ. Alors 

W{s) = {w&W\ w{s) = s} 

et W°{s) est un sous-groupe distingué de W{s). De plus, W{s)/W°{s) est canoniquement isomorphe à 

Ag*(s)- Soit A{s) = {w e W{s) I ™BÎ = B^}. Alors A{s) est un sous-groupe F*-stablc de W{s) et 
W{s) = W°{s) X A{s). Donc A{s) est canoniquement isomorphe à ylG*(s). Nous identifierons par la 
suite Ag»(s) avec A{s), de sorte que 

(8.1) W{s) = W°{s)>iAG'{s). 

Soit $1 (respectivement $«) le système de racines de G* (respectivement Cq, (s)) relativement à T*. 
Alors 

$s = {a G $1 I a{s) = 1}. 
Pour tout w e W{s), l'automorphisme q~^/^wF* de X{T\) 0z]R est d'ordre fini Ow Soit N le plus petit 
commun multiple de (ow)wew(s)- notera un générateur d'un groupe cyclique < (f)i > d'ordre N 
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Type 
de G 



Z(G) 



K 



Type de 



Z(L) 



Diagramme de (G, L) 



OÙ I r + 1 
et p / d 



Ad-i X • • • X Ad-i 



fois 



B2r+1 



M2 



Al X • • • X Al 

^ V ' 

r+1 fois 



M2 



-o • o- 



B2r 

p^2 



M2 



Al X • • • X Al 



M2 



• o • o- 



r fois 



p/2 



M2 



Al 

(grande^ raciiu^) 



M2 



o o— • ■ ■ — o 0= 



-D2r+1 



M4 



M2 



Al X • • • X Al X A3 
^ V ' 

r— 1 fois 

Al X Al 



M4 



M2 



• o •- ■ ■ ■ -• o- 



Al X • • • X Al 



1r 



/i2 X /LX2 





r+1 fois 


Al 


X • • • X ^1 

V " 




r fois 


Al 


X • ■ ■ X Al 


r fois 



(J'2 X /^2 



IJ'2 



-O • O- 



-o • o- 



Al X Al 



M2 



M2 



• o • o- • • • -•- 



Eq 



A2 X A2 



-• • 



E7 



M2 



Al X Al X Al 



M2 



Table 7.3 
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et nous ferons agir </)i sur X{Ti)* M comme q~^/^F*. Ainsi, (/>i normalise W{s) et, si G W{s), on 
a (piwcpï^ = F*{'w). On peut donc définir le produit semi-direct W{s)><i < >. 

Le but de cette sous-scction est de relier le groupe Ag*{s) aux groupes Ker'i*, ^(G)^ et (G^/G^)^. 
Tout d'abord, considérons l'application 

<fs- Cg'{s) — » Kcr'z* 
9 ' — ' [g, s] = 

oii, pour tout g G Cg'{s), g désigne un élément de G* tel que i*{g) = g. Alors fsig) ne dépend ni 
du choix de g ni du choix de s. Puisque Ker'i* est central, (fg est un morphisme de groupes et le 

noyau do (p^ est î*(Cq,(s)). Mais, d'après le théorème 3.5 et par exemple [DiMi2. Proposition 2.3], on a 
i*(CQ,(s)) = Cq»(s) donc cps induit un morphisme injectif de groupes encore noté 

(8.2) : Ag-{s) ^Kev' i*. 

Ce morphisme commute à l'action de F*. Comme conséquence, on obtient le 

Lemme 8.3. Le groupe Ag*{s) est abélien et, via ips, 

Ag*{s) ~ {2 e Keri* \ s et sz sont conjugués dans G*}. 



Par dualité, (ps induit un morphisme surjectif ips : (Ker'i*)^ Ag'{s)^ et, par composition avec les 
isomorphismes u, w^, u^, ù, û)^ et ù^, on obtient des morphismes 

Us:Ag'{s)^Z{G)^, 
u°:AG'{sf' ^H\F,Z{G)r, 
ul : H\F*,Ag^{s)) ^ {Z{Grr, 

(8.4) 

û« :Z(G) ^ Ag.(s)^, 

ù',:H\F,Z{G))^{AG>{srr, 

ûl:Z{Gy ^H\F*,Ag^{s))\ 

Les morphismes Ug et sont injectifs tandis que les morphismes et sont surjectifs. On ne peut 
cependant rien dire en général concernant les morphismes col et ûl- 

8.B. Sous-groupes de Levi. Soit L un sous-groupe de Levi i^-stable de G et soit L* un sous-groupe de 
Levi i^*-stable de G* dual de L. Supposons que s G L*^ . Le morphisme injectif Cl* (s) ^ Cg» (s) induit 
un morphisme injectif Al» (s) ^ Ag*{s). En effet, le noyau du morphisme naturel Cl* (s) Agi* (s) 
est C^.(s) n L*. Mais, puisque L* = Cg-(Z(L*)°), on a C^.(s) n L* = Ccg..(g)(Z(L*)°). Le résultat 
découle alors de ce que le centralisateur d'un tore dans un groupe connexe est connexe [Bor, corollaire 
11.12]. Il est d'autre part facile de voir que le diagramme 

Ai., (s) ^^(L)^ 

(8.5) I 

Ag'{s) -2(G)^ 

est commutatif. De plus, toutes les applications sont injectives. En effet, l'injectivité de l'application 
verticale de droite résulte de la proposition 4.2 et l'injectivité de l'autre application verticale a été discutée 
ci-dessus. 
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En prenant les points fixes sous F et F* et en dualisant, on obtient un autre diagramme commutatif 

H\F,Z{G))^{AG.{sr'r 
(8.6) hl 



Res 



H\F,Z{L))-^{Aj^.{sr')\ 

8.C. Centralisateurs de sous-tores. Fixons maintenant un groupe fini H d'automorpliismcs de 
X{Tl) ®z R tel que, si e iî et a € $i, alors h{a) soit un multiple réel d'une racine de $i. Cela 
définit une action de H par permutation sur les racines que nous noterons h*a : elle est définie ainsi 

h*aG^i nIR+ /i(a). 

Notons le M-espace vectoriel des points fixes de H dans son action sur y(Tf ) K. Posons 

$iî = {a e $1 I V w e y", <a,v >Ti= 0}. 

Alors $iî est le système de racines relativement à T| d'un sous-groupe de Levi L* de G*. Soit L le 
sous-groupe de Levi de G dont le système de coracines est ^h- Nous noterons Wl le groupe de Wcyl 
de L* relativement à T*, Wi,{s) le centralisateur de s dans Wl, W£(s) le groupe de Weyl de C£. (s) 
relativement à T^. Alors 

Proposition 8.7. Supposons que H stabilise (pour l'action *). Alors : 

(a) C£.(s) = Tl, c'est-à-dire Wl{s) = 1. 

(b) Wl(s)^ C Ag.(s)^. 

(c) Wi,{s)^ commute avec W°{s)^ . 

DÉMONSTRATION - (a) Soit a e et soit y G Y{Tl). Alors < a, YliheH Kv) >tî = par définition 

de Mais, 

< a, ^ h{y) >T'=< h{a),y >ti • 

heH heH 

Donc, h{a) = 0, ce qui est impossible car H stabilise (dans son action *). Donc H i>s = 0, 

ce qui montre (a). 

Avant de continuer, introduisons quelques notations. Il existe v G ^(T^^) tel que < a.,v >tj> pour 
tout a G ^f. Posons vq = J2heH ^i''^)- Alors vq G Y^ et < a,vo >t*> pour tout a G car H 
stabilise (via l'action *). 

(b) Soit w G Wi,{s)" et soit a G Posons f{a) = J^h^^nK'^)- ^^^^^ < /(")>'î^o >tî> 0. 
D'autre part, f{w{a)) = w(/(q;)) et, puisque w{vo) = vq, on a < f(w{a)),vo >t*> 0. Cela montre que 
< w{a),VQ >T*> et donc que w(a) G . En d'autres termes, w G Ag*(s). 

(c) D'après (b), le groupe Wl(s)^ normalise W°{s)". et W-l{s)" (1 W°{s)" = 1. D'autre part W" 
normalise Wl, donc W{s)^ normalise Wi,{s)^ . D'où (c). ■ 

8.D. Éléments semi-simples cuspidaux. Un élément semi-simple s G G* (respectivement s G G*^ ) 
est dit géométriquement cuspidal (respectivement rationnellement cuspidaî) s'il existe un élément a G 
A-G*{s) (respectivement a G Ag*(s)^ ) tel que ujs{a) G Z^^^{G). S'il est nécessaire de préciser le groupe 
ambiant, nous parlerons d'éléments géométriquement ou rationnellement G*-cuspidaux. La définition 
précédente est la même que [Bon5, définition 1.4.1]. Nous commençons cette sous-section par une car- 
actérisation des cléments semi-simples géométriquement cuspidaux. 

Proposition 8.8. Soit a G j4g. (s). Alors a;s(a) G Z^^{G) si et seulement si a ^ ^l*(s) pour tout 
sous-groupe de Levi propre L* de G* contenant s (où on rappelle que ^l*(s) peut être vu naturellement 
comme un sous-groupe de Ag* (s) ). 

DÉMONSTRATION - S'il existe un sous-groupe de Levi propre L* de G* contenant s tel que a G Al* (s), 
il résulte de la commutativité du diagramme 8.5 que u)s{a) n'appartient pas à Z^^^{G). 

Réciproquement, supposons que a ^ Ai,* (s) pour tout sous-groupe de Levi propre L* de G* contenant 
s. Nous devons montrer que oJs{a) G -E^g(G). Pour cela, compte tenu de [Bon5, 1.4.6 et 1.4.7], nous 
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pouvons supposer que G est semi-simple, simplement connexe et quasi-simple. D'après [Bon8, proposition 
3.14 (b)], a peut-être vu comme un automorphisme du diagramme de Dynkin affine de G. L'hypothèse 
implique que a agit transitivement sur le diagramme de Dynkin affine (sinon a appartient à un sous- 
groupe parabolique propre de W). Un examen de la classification des systèmes de racines montre que 
cela ne peut arriver que lorsque G est de type An- Dans ce cas, a est d'ordre n + 1 et 2{G) est aussi 
d'ordre n + 1. Par conséquent, Us{a) est injectif et le résultat est immédiat. ■ 

Nous rappelons certaines des propriétés des éléments semi-simples cuspidaux démontrées dans [Bon5, 
§1.4]. Rappelons que s est dit isolé (respectivement quasi-isolé) si Cq, (s) (respectivement Cg*{s)) n'est 
contenu dans aucun sous-groupe de Levi propre de G*. 

Proposition 8.9. Soit s un élément semi-simple géométriquement cuspidal de G*. Alors : 

(a) Toutes les composantes quasi-simples de G* sont de type A. 

(b) Si L* est un sous-groupe de Levi propre de G* contenant s, alors le morphisme injectif A-l* (s) ^ 
Ag» (s) n'est pas surjectif. 

(c) Si s & G*^ est de plus rationnellement cuspidal, alors si L* est un sous-groupe de Levi F* -stable 
propre de G* contenant s, alors le morphisme injectif A^,* (s)^ ^ Ag*{s)^ n'est pas surjectif. 

(d) s est quasi-isolé et régulier. 

(e) L'application cos '■ Ag*{s) — » Z{G)^ est un isomorphisme. 

DÉMONSTRATION - (a) découle de la proposition 7.1 (c). (b) découle de la commutativité du diagramme 
8.5. (c) découle de la proposition 8.8. Le fait que s est quasi-isolé découle de (b). La preuve de la 
régularité de s est faite dans [Bon4, lemme 3.2.9]. D'oii (d). Pour (e), voir [Bon5, proposition 1.4.9]. ■ 

Fixons maintenant a G Ag* (s) et posons 

L;„ = CG.(((Tîr)°). 

C'est un sous-groupc de Levi de G* contenant T^^. Soit Lg^o un sous-groupe de Levi de G dual de L* ^. 
Notons que a G Az,* ^(s). 

Proposition 8.10. Si a G Ag*{s), alors wLs,„,s((i) G Z^^^(Ls^a)- Donc s est géométriquement cuspidal 
dans L* ,j. 

DÉMONSTRATION - Pour montrer la proposition 8.10, on peut travailler dans L^ ^, c'est-à-dire que l'on 
peut supposer que L^^o = G. L'hypothèse signifie donc que que ((T|)'*)° = Z(G*)°, c'est-à-dire que a 
est un élément cuspidal [GP, définition 3.1.1] de W. Par suite, si M est un sous-groupc de Levi propre de 
G contenant Ti et si M* est un sous-groupc de Levi de G* contenant T^^ dual de M, alors a ^ Wm{s). 
La proposition 8.8 montre alors que U!s{a) G Z^g(G). ■ 

Corollaire 8.11. Soit a e Ag*{s). Alors : 

(a) C£. Js) = Tl, c'est-à-dire W^^ ,(s) = 1- 

(b) wZjsr cAg'{s). 

(c) Wl, „(s)" commute avec W°{s)°'. 

(d) NwlWi^^J = W.W-L^^. 

(e) Nwç,^{Wj^^J = W{sr. 

DÉMONSTRATION - Le groupe < a > stabilise Par conséquent, (a), (b) et (c) découlent de la 
proposition 8.7. Montrons (d). Soit w G NwiWi,^ ^). Par construction, a est un élément cuspidal [GP, 
définition 3.1.1] de Par suite, waw~^ G VFl^ ,, et est conjugué à a sous W. Donc, d'après [GP, 

théorème 3.2.11], il existe x G tel que waw~^ = xax~^. Donc w G W^.Wi,^ ^. Cela montre que 

Nw{W-L^ „) C W^.W-L^ ^. L'inclusion réciproque est immédiate. 

Montrons pour finir (e). Soit w G W{s) normalisant VFl^^. Quitte à multiplier w par un élément de 
^G*(s) (et en utilisant (d)), on peut supposer que w G W°{s). D'après (d), on a awa~^w~^ G Wl^,,,- 
Mais, d'autre part, awa~^w~^ G W°{s). Donc, d'après (a), awa~^w~^ = 1. ■ 
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Remarque - À ce jour, la preuve de [GP, théorème 3.2.11] nécessite la classification des groupes de 
Coxeter finis et de leurs classes cuspidales, ce qui est désagréable. Il faut noter que l'analogue de [GP, 
théorème 3.2.11] est faux en général pour les groupes de réflexions complexes. □ 
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Chapitre III. Induction et restriction de Lusztig, séries de Lusztig 

Nous rappelons ici la construction de l'induction et de la restriction de Lusztig ainsi que la définition 
de séries de Lusztig géométriques et rationnelles. Un des buts de ce chapitre est de fournir une preuve 
complète de la disjonction des séries de Lusztig rationnelles (en partant de la disjonction des séries 
géométriques des groupes à centre connexe). Cette preuve est largement esquissée dans [Lu3] et [DiMi2, 
chapitre 14] mais dans ces deux cas, elle n'est pas tout-à-fait complète. Dans la section 9 nous rappelons 
quelques propriétés de la dualité entre caractères linéaires d'un tore et éléments semi-simples du dual. 
Nous reprenons notamment un lemme d'Asai [As, théorème 2.1.1] sur les caractères centraux associés 
à des éléments semi-simples géométriquement mais non rationnellement conjugués. Dans la section 10, 
nous étudions les actions du centre sur les applications de Lusztig. Nous rappelons aussi dans quels cas 
la formule de Mackey est connue. La section 11 est consacrée à la disjonction des séries de Lusztig ainsi 
qu'à quelques-unes de leurs propriétés (caractère central, compatibilité à l'induction de Lusztig...). 

9. Caractères linéaires de tores maximaux 

9. A. Dualité. Soit V(G,F) l'ensemble des couples (T, 6*) oii T est un tore maximal F-stable de G 
et : Qe^ est un caractère linéaire. Soit V*{G,F) l'ensemble des couples (T*,s) où T* est un 

tore maximal i^*-stablc de G* et s G T*^ . Le choix des morphismes i et j définis dans §1.B induit une 
bijection [DiMi2, proposition 13.13] 

(9.1) V(G,F)/G^ — > V*(G,F)/G*^*. 

Si (T, 0) G V(G,i^) et (T*,s) e V*(G, i^), nous écrivons {T,0) ^{T*,s) pour dire que (T, 6») et 
(T*, s) sont associés par la bijection 9.1. 

Lemme 9.2. Soient {T,è) € V{G,F), (t*,S) G V*{G,F) et z G (Keri*)^'. Voyons comme 
un caractère linéaire de par restriction depuis . Alors {T,6)< — >(T*,s) si et seulement si 
{T,èz^)^{T*,sz). 

DÉMONSTRATION - Claire. ■ 

9.B. Restriction. Si {T,ê) G V(G,F), nous posons 

fHesg(t, ê) = (t n G, Res|^^(.^ 9) G V(G, F). 
De même, si (T*,s) G V*(G,F), nous posons 

*Kesg(t*,S) = (r(t*),r(S)) G W*{G,F). 
Le lemme suivant se démontre en revenant à la définition de la dualité entre les tores. 

Lemme 9.3. 

(a) Soient (T,^?) et (T*,s) deux éléments de V(G,F) et V*(G,F) respectivement. On suppose que 
(t , (?) ^ (T* , S) . Alors fHesg (t , ^) ^ *$nes§ (t* , ë) . 

(b) Soient (T,9) et (T*,s) deux éléments de V(G,F) et V*(G,F) respectivement. On suppose que 
(T,6')^(T*,s). On pose 

f = T.Z(G) et rp* ^ •*-l(-rp*) 

et soit s un élément semi-simple de G*^ tel que i*{s) = s (Un tel élément s existe d'après le 
corollaire 2.7). Alors il existe une extension 6 de 9 à telle que (T, 9) < — > (T*, s). 

9.C. Conjugaison géométrique et rationnelle. La définition suivante a été posée par Deligne et 
Lusztig [DeLul, définition 5.5]. 

Définition 9.4. Soient (Ti,0i) et {T2,(h) deux élément de V(G,F) et soient {Tl,si) et (T2,S2) deux 
éléments de V*(G, F) tels que (Tfe, Ok) ^ (T^, Sk) pour tout k G {1, 2}. On dit que (Ti, ^i) et (T2, 6*2) 
sont géométriquement conjugués (respectivement sont dans la même série rationnelle) si si et 
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S2 sont géométriquement conjugués (respectivement rationnellement conjugués), c'est-à-dire si ils sont 
conjugués dans G* (respectivement G*^ ). 

Soit s un élément semi-simple de G*^*. Nous noterons (s), ou (.s)g* s il y a ambiguïté, la classe de 
conjugaison géométrique de s. De même, nous noterons [s], ou [s]q*f* , la classe de conjugaison rationnelle 
de s. Soit V*(G,f, (s)) (respectivement V*(G,f, [s])) l'ensemble des couples (T*,s') e V*(G,F) tels 
que s' est géométriquement (respectivement rationnellement) conjugué à s. Par dualité, nous notons 
V(G,F, (s)) (respectivement V(G,F, [s])) l'ensemble des couples {T,9) £ V(G,F) associés aux couples 
appartenant à V*(G,-F, (s)) (respectivement V*(G,-F, [s])) par la bijection 9.1. 

Corollaire 9.5. Soit s G G^* un élément semi-simple et soit s = i*{s). Si {T,6) G V(G,F, (s)), alors 
$ne4(T,^~) e V(G,F,[s]). 

9.D. Autres caractérisations des séries géométriques et rationnelles. Concernant la conjugaison 
géométrique des couples appartenant à V(G, F), le lemme suivant nous fournit une définition équivalente 
[DeLul, proposition 5.4] : 

Lemme 9.6 (Deligne-Lusztig). Soient {Ti,9i) et (T2,02) deux éléments de V(G,F). Alors (Ti,0i) 
et {T2,02) sont géométriquement conjugués si et seulement si il existe un entier naturel non nul n et un 
élément g S G^" tel que T2 = ®Ti et 

OÙ Npn/F : Tf " ^Tl,t^ tF{t) . . . F^'-^t) est la norme de F'^ à F (k = l où 2). 

Nous allons maintenant utiliser le groupe G (et le fait que son centre est connexe) pour donner une 
autre définition des séries rationnelles. Tout d'abord, notons que les séries géométriques et rationnelles 
coïncident dans G à cause du théorème de Steinbcrg (voir théorème 3.5) : 

Proposition 9.7. Deux éléments semi-simples de G*^ sont géométriquement conjugués si et seulement 
si ils sont rationnellement conjugués. 

Corollaire 9.8. Soient {Ti,6i) et {^2,62) deux éléments de V(G,F). Alors (Ti,^i) et {^2,62) sont 
géométriquement conjugués si et seulement si ils appartiennent à la même série rationnelle. 

La prochaine proposition fournit, en termes du groupe G, un outil pratique pour déterminer si deux 
éléments semi-simples de G*^ sont rationnellement conjugués. 

Proposition 9.9. Soient si et S2 deux éléments semi-simples de G*^ . Alors les assertions suivantes 

sont équivalentes : 

(1) Si et S2 sont rationnellement conjugués ; 

(2) // existe des éléments semi-simples rationnellement conjugués s\ et S2 dans G*^ tels que i*{si) = 
Si pour tout i e {1, 2} ; 

(3) Il existe des éléments semi-simples géométriquement conjugués si et S2 dans G*^ tels que 
i*{si) = Si pour tout i G {1, 2}. 

DÉMONSTRATION - D'après la proposition 9.7, (2) et (3) sont équivalents. Il est par ailleurs clair que (2) 
implique (1). Il nous reste donc à démontrer que (1) implique (2). 

Supposons donc qu'il existe g S G*^ tel que «2 = gsig~^. Puisque i* : G*^ G*^ est surjcctivc 
(voir corollaire 2.7), il existe si S G*-'^ et g G G*-'^' tels que i*{si) = si et i*{g) = g. Posons maintenant 
S2 = gsig~^. Alors Si et S2 sont des éléments semi-simples rationnellement conjugués de G*^ et 
i*{sk) = Sk pour tout k G {1, 2}. ■ 

Corollaire 9.10. Soient (Ti,^:) et (T2,6'2) deux éléments de V(G,F). Soit Tk = Tfc.Z(G) (pour 
k G {l,2}j. Alors les assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) {Ti,0i) et {T2,02) appartiennent à la même série rationnelle ; 

(2) // existe des extensions 61 et 62 de 9i et 62 respectivement (à Tf et Tf' respectivement) telles 
que (Ti,^i) et (T2,^2) sont géométriquement conjugués. 
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DÉMONSTRATION - Cela résulte immédiatement de la proposition 9.9 et du lemme 9.3 (b). ■ 

9.E. Caractères centraux. La proposition suivante explique comment varient les caractères linéaires 
Res2(Q)F lorsque (T, 9) parcourt une série géométrique ou rationnelle. 

Proposition 9.11. Soient {Ti,9i) et (T2,02) deux éléments de V(G,F). 

(a) Si (Ti,0i) et (T2,02) sont géométriquement conjugués, alors 

(b) Si (Tij^i) et (T2,02) appartiennent à la même série rationnelle, alors 

Res^^^Q^F 9i = Res^^QjF ^2- 

DÉMONSTRATION - (a) Si (Ti,^i) et (T2,^2) sont géométriquement conjugués, alors, d'après le lemme 
9.6, il existe un entier naturel non nul n et un élément g S tel que T2 = ^Ti et 

Soit z e Z{G)°^. Puisque le groupe Z(G)° est connexe, il existe z' G Z{G)°^" tel que NFn/F{z') = z. 
Donc 

e^iz) = e2{NFn,F{z')) = 9i{NFn/F{g-^z'g)) = 9,{NFn/F{z')) = ei{z) 
car z' est central. Cela montre (a). 

(b) Si (Ti, 6*1) et (T2, 6*2) appartiennent à la même série rationnelle, alors, d'après le corollaire 9.10, il 
existe (Ti,é'i) et (T2,é'2) dans V{G,F) tels que 

{k e {1, 2}) et tels que (Ti, 6*1) et (T2, ^2) sont géométriquement conjugués. Par conséquent, d'après (a) 
(appliqué au groupe G) et puisque Z(G) est connexe, on a 

Donc (b) découle de ce que Z(G) = Z(G) n G. ■ 

Si s est un élément semi-simple de G*^*, nous notons s : Z(G)^ — > le caractère linéaire défini par 

(9.12) s = Resz(G)F 6 

pour tout (T, 6*) G V(G,F, [s]) ; s est bien défini d'après la proposition 9.11 (b). Nous notons d'autre 
part s° la restriction de s à Z(G)°'^ ; le caractère linéaire s° peut aussi être défini par l'égalité 

(9.13) s° = ResJ(G)oF 9 

pour tout {T,9) e V{G,F, (s)) (voir proposition 9.11 (a)). 

Soit maintenant a G H^{F*,Ag» (s)). Si ga G G* est tel que ga^F{ga) G Cq* (s) et représente a, alors 
Sa = 9aSgâ^ G G*^ est géométriquement conjugué à s et [sa] ne dépend que de a et non pas du choix 
de ga- De plus, {sa)ai£H^(F-',AG,(s)) est une famille de représentants des classes de G*^ -conjugaison 
contenues dans (s)g*- D'autre part, d'après la proposition 9.11 (a), SaS~^ est un caractère linéaire du 
groupe Z{G)^ . Il est donne par la formule suivante : 

Lemme 9.14 (Asai). Si a e {F* , Ac {s)) , alors êaS'^ =ujl{a). 

Rappel - Le morphisme : H'^{F* , Ag'{s)) {Z{G)^)^ a été défini en §8.A. □ 

DÉMONSTRATION - Le lemme 9.14 est démontré dans [As, théorème 2.1.1] lorsque F agit trivialement sur 
le groupe 2 {G) (et lorsque F est un endomorphisme de Frobenius). L'essentiel de sa preuve s'applique 
ici encore mais nous préférons la rappeler dans ce cadre légèrement plus général. 

Soit T* un tore maximal F*-stable de G* contenant s et soit T un tore maximal F-stable de G dual 
de f *. Posons T = T n G et T* = i*(T*). Soit a G iîi(F*, Ag»(s)) et soit a un élément de Cg-(s) 
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représentant a. On peut supposer que a normalise T* et que ga^F{ga) = a. Alors Sa peut être vu 
comme un élément de T* : plus précisément, s„ G ^*aF 

Choisissons un entier naturel non nul n tel que F" soit un cndomorphisme déployé de T sur un corps 
fini à q éléments et tel que (aF*)" = F*" sur T*. On note encore par a l'élément de Ng{T) correspondant 

Il existe x e y(f*) = X{T) tel que 

~S = NFn/p{xM-^)). 

On pose X = Res^ x. Alors 

D'autre part, il existe Xa e y(T*) = X{T) tel que 

s = NFr./aF{Xa){î{-^^))- 

Alors s = Res^F x et Sa = Rcs^f x^ ■ 

Soit z G Z(G)^. Alors il existe t G T tel que t-^F'^{t) = z. On pose u = F{t). Puisque F{z) = z on 
a = z. Soit h = t-'^F{t) et = t-'^''F{t). Alors NFn/F{ti) = NFn/aF{ta) = z et h G T^" 

et ta G T^"^)" = T^" . En particulier, 

S{z) = NFn/F{x){ti) et Sa{z) = NFn/F{Xa){ta)- 

Mais, 

NFn/F{xM^)) = NFr^/aFiXaM^)) 

donc 

Resi^F" Nf^/f{x) = Res^F" NF^/apixa)- 

Par conséquent, on a 

Sa{z)s{z)-'^ = NFn/F{x){tat^^) 

= NFn/F{x){aua~^u~^) 

= CNFn/F{x)-NFn/F{x)){u)- 

D'autre part, 

>fi,{a) = àsà-^s-^ = ("iV^„/^(x) - NFn/F{x)M^^)) 

donc, d'après 4.9, on a 

ivl{a){z) = u;l{a){u-'F"{u)) 

= («iV^„/^(5;)-iV^„/^(^))(^-l(_L-)), 

ce qui est le résultat attendu. ■ 

10. Induction et restriction de Lusztig 

10. A. Définitions. Soit P un sous-groupe parabolique de G et supposons que P possède un complément 
de Levi F-stable L. Soit U le radical unipotent de P. Posons, suivant Lusztig [Lui], 

Yg = {.9 G G I g-'F{g) G U}. 

Alors G^ agit sur Yy par translations à gauche tandis que agit par translations à droite. Par 
conséquent, 

H:{Y^)= 5^(-l)'=/fe^(Yg,Q,) 

est un G-'^-module-L-'^ virtuel et 
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est un L^-module-G^ virtuel. Nous noterons 

R^^p-. ZlrrL^ — > ZlrrG^ 

A ^ if*(Yg) A 

*R?^^: ZlrrG^ — > ZlrrL^ 



et -'■Lcï'- 



les applications d'induction et de restriction de Lusztig respectivement. Elles s'étendent naturellement 
par linéarité en applications entre espaces de fonctions centrales 

R^^P : Cent(L^) — > Cent(G^) 
et *EgcP : Cent(G^) ^ Cent(L^). 

Ces deux applications sont adjointes l'une de l'autre par rapport aux produits scalaires {,)-lf et (,)g^- 
D'autre part, nous noterons 

*3l C P ■ *^uni ^ ^uni ^ 

^u,v) ^ Tr{{u,v),H*{Y^)) 
la fonction de Green associée à la donnée (L, P, G). 

Exemple 10.1 - Induction de Harish-Chandra - Si P est F-stable, alors U agit par translation à 
droite sur et Y^/U ~ G^/U^. Par conséquent, 



siA;^2dimU 
Q^[G^/U^] siA; = 2dimU. 



Par suite, R^^ p est le reflet, sur les groupes de Grothendieck, d'un vrai foncteur entre les catégories de 
modules, foncteur qui sera toujours noté -Rl p. De même pour *-Rl c p- deux foncteurs sont appelés 
respectivement induction et restriction de Harish-Chandra. Pratiquement toutes les formules démontrées 
dans ce chapitre au sujet des applications de Lusztig ont un sens en termes de modules lorsque l'on est 
en présence d'induction ou de restriction de Harish-Chandra (voir par exemple 10.4, 10.5, propositions 
10.10 et 10.11...). □ 

10. B. Actions de Z(G)^ et H^{F, Z(G)). L'action de Z(G)^ par translation à gauche (ou à droite) 
sur Yu commute aux actions de G^ et L^. Par conséquent, si 2; G Z(G)^, alors on a 

(10.2) i?°iî?cP = 'RLcP°*^ 
et 

(10.3) i^o*iî£^cP = *^LcP°*?- 

Posons L = L.Z(G). Soit a G H^F,Z{G)) et soit G tel que a^{a) = [aL^Z(G)^. Alors la 
conjugaison par la induit un automorphisnu^ de Yy , ce; qui implique que 

(10.4) oR^^p = R^^ p o r^^ 
et 

(10.5) r,\(„) o *R^^ p = *R^^ p o . 

Exemple 10.6 - Soient Cl G H\F,Z{G))'' et C e H\F,Z{G))'' et soit A G CentÇL^),;^ et 7 G 
Cent(G^)^. Alors, d'après 10.4, on a 

iî£^epAGCent(G^)^,o;,i. 
D'autre part, si C = Cl ° h\^, alors, d'après 10.5, on a 

*iîgep7eCent(L^)c,. 

De même, si KerC?! Ker/iL, alors 

*iÎLcp7 = 0. □ 
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10. C. Restriction de G à G. Notons P l'unique sous-groupe parabolique de G tel que P = P fl G 
et soit L l'unique complément de Levi de P tel que L = L n G. Alors L est F-stable et U est le radical 
unipotent de P. De plus, 

(10.7) Yg = G^XG^Yg=YgxL.L^. 
Par suite, on a, pour tout A; G N, un isomorphisme de G^-modules-L^ 

(10.8) H^{Y^) ^ Q,G^ (Yg) 
ainsi qu'un isomorphisme de G^-modules-L^ 

(10.9) H^{Y%) ^ H^{Y%) Q,L^. 
On en déduit la proposition suivante : 

Proposition 10.10. On a : 

(a) Indg^ oR^^ P = P ° ^^^L^ ' 
(a*) Res^^ o*b9^ . = *rG^ ^ „ Resg^ , 

(b) Ind^^ o*r2^ p = *R^^ p o Indg^ , 
(b* ) ResgF oR9^ f, = R?cP° Res^F , 

(c) q2^^{u,v)= Y1 Qlcp(V^)= E QlcpKM- 

ge[GP/GP] ;e[LF/LF] 



DÉMONSTRATION - Nous démontrerons ici seulement la formule (a), les autres découlant d'arguments 
similaires. Notons aussi que (a*) et (b*) sont des formules adjointes de (a) et (b). Soit A un L^-module. 
Alors, d'après 10.8, on a des isomorphismes de G^-modules 

(Q,G^ ffc (Yg)) ®Q^L. A 

(iJ,^(Yg)®Q^L-Q^L^)®Q,L- A 
^ H^{Y^) {Qe^^ ^Q,L- A) 

^ if,^(Yg) Ind^: A 

et (a) en résulte. ■ 

Nous rappelons aussi la 

Proposition 10.11. Soit r : L^/L^ un caractère linéaire. Alors r peut être vu comme un 

caractère linéaire de G^/G^ ~ /h^ et, en utilisant cette identification, on a 

(a) SiX€ Class(L^), alors R^^p{>^ (8> r) = R^^pW <8) r. 

(b) Si^e Class(G^), alors *iîj^p(7 <8) r) = *R}^p{7) O r. 

10. D. Dualité d'Alvis-Curtis. Notons P(Ao) l'ensemble des parties de Aq. Alors (po agit sur V{Ao) 
et on note V{Aq)'^° l'ensemble des parties (^o-stables de Aq. Avec ces notations, on peut définir 

Dg= J2 'lI^ZcP, ° *^L.CP.- 

/e-p(Ao)*o 
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Alors -Dg '■ ZlrrG^ ZlriG^ est une involution isométrique [DiMi2, proposition 8.10 et corollaire 
8.14] appelée dualité d'Alvis-Curtis. Elle s'étend en une application linéaire Cent(G^) Cent(G^) 
toujours noté Dg- 

10. E. Formule de Mackey. Soient Q un sous-groupe parabolique de G et soit M un sous-groupe de 
Levi F-stable de Q. Notons 5g (L, M) l'ensemble des g G G tels que L n contient un tore maximal 
de G. Nous noterons Alcp.mcQ l'application linéaire Cent(M^') Ccnt(L^) définie par 

^LCP.MCQ ~ *-^LcP ° -^McQ ~ -^LnsM c LnsQ ° *-^Ln9M c PnsM ° (^d 5)m^ • 

ge[LF\SG(L,M)^'/MF] 

Ici, (ad(7)M^ : Cent(M-'^) Cent(^M^) est l'application induite par la conjugaison par g. Nous dirons 
que "la formule de Mackey a lieu dans G " si, pour tout sous-groupe réductif connexe G' de G de même 
rang, pour tous sous-groupes paraboliques P' et Q' de G' et pour tous compléments de Levi F-stable L' 
et M' de P' et Q' respectivement, on a A^/ ^ p',m' c Q' conjecturé que la formule de Mackey 

est valide sans hypothèse. Pour l'instant, elle n'est connue que dans les cas suivants : 

Théorème 10.12 (Formule de Mackey). 

(a) Supposons que l'une des conditions suivantes est satisfaite. 
(al) P e< Q sont F-stables. 

(a2) L OM M est un tore maximal de G. 
Alors A^f^p McQ = 0- 

(b) Supposons que l'une des conditions suivantes est satisfaite. 
(bl) 6=1 etq^2. 

(b2) S — 1 et G ne contient pas de composante quasi-simple de type Eq, Ej ou E^. 
(b3) 5 = 2 et G est de type B^, G2 ou F4. 
Alors la formule de Mackey a lieu dans G. 

DÉMONSTRATION - (al) est dii à Deligne [LuSpa, théorème 2.5], (a2) est dû à Deligne et Lusztig [DeLu2, 
théorème 7] et (b3) et (b4) et (b5) sont montrés dans [BoMi]. ■ 

De même que pour le théorème 10.12, il est conjcctm-c que le corollaire suivant reste vrai sans hypothèse. 

Corollaire 10.13. Soit Pq un sous-groupe parabolique de G dont L est un complément de Levi. Sup- 
posons l'une des conditions suivantes vérifiées : 

(1) L est un tore maximal de G. 

(2) P et Po sont F-stables. 

(3) ô = l etq^2. 

(4) S — 1 et G ne contient pas de composante quasi-simple de type Eq, E-j ou Eg. 

(5) S = 2 et G est de type B2, G2 ou F4. 

Alors ^LcP=^LcPo' 

Dg o -Rl c p = sgel^Îl c p ° 
et Dl o *R^^ p = eG£L*-R?c p ° ^G- 



Notation - Si A est un caractère virtuel de L^, nous noterons Wg^ÇL, A) le groupe Ng^CL, A)/L^ et 
S{G^ , L, A) l'ensemble des caractères irréductibles de G^ apparaissant dans le caractère virtuel -Rl c p'^' 
A priori, cet ensemble pourrait dépendre du choix de P. Bien sûr, il n'en dépend pas si l'une des 
hypothèses du corollaire 10.13 est satisfaite. Dans la suite, nous n'emploierons cette notation que lorsque 
cet ensemble ne dépend pas du choix de P ou bien lorsque le choix du sous-groupe parabolique sera 
éclairé par le contexte. □ 

Remarque - Si T est un tore maximal F-stable de G et si B est un sous-groupe de Borel contenant T, 
nous noterons et *R^ les applications -Rtcb *^tcb- ^® même, nous noterons la fonction 
de Green Qtcb respectivement. □ 
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10. F. Fonctions absolument cuspidales. Une fonction centrale 7 : G est dite absolument 
cuspidale si, pour tout sous-groupe de Levi F-stable propre de G et pour tout sous-groupe parabolique 
P de G dont L est un complément de Levi, on a *-Rlcp^ ^ ^ (voir [Bon4, définition du §3.1] ou 
[Bon5, §4.2]). Nous noterons Cus(G''^) le Q^-espace vectoriel des fonctions absolument cuspidales sur 
G^. D'après 10.2 et 10.4, Cus(G^) est stable sous les actions des groupes Z(G)^ et H^{F,Z{G)). Si la 
formule de Mackey a lieu dans G, alors 

(10.14) Cent(G^) = iîPCus(L^). 

Le[£(2(G))^/G^] 

Rappelons que C{Z{G)) est l'ensemble des sous-groupes de Levi de G (voir §7.B) ; C{Z{G))^ est 
alors l'ensemble des sous-groupe de Levi F-stables de G, sur lequel le groupe G^ agit par conjugaison. 
Remarquons que, d'après 10.4, l'action de H^{F, Z{G)) sur Cent(G^) stabilise Cus(G^). 

Exemple 10.15 - Soit C € 2:^usi^) supposons que C est i^-stale. Soit 7 G Cent(G-^)^. Alors, d'après 
l'exemple 10.6, 7 est absolument cuspidale. □ 

11. SÉRIES DE LUSZTIG GEOMETRIQUES ET RATIONNELLES 

11. A. Définitions. Si (T, 0) (T*, s), nous noterons R^, (s) le caractère (virtuel) de Deligne-Lusztig 
B!^{e). Fixons un élément semi-simple s G Q*^* . Nous appellerons série de Lusztig géométrique (respec- 
tivement rationnelle) associée à s et nous noterons £(G^, (s)) (respectivement £{G^ , [s])) l'ensemble des 
caractères irréductibles de G''^ apparaissant dans un R^{9), où (T, 6*) G V(G,F, (s)) (respectivement 
(T,6') e y {G, F, [s])). En d'autres termes, 

S{G^,{s))= U £{G^,T,e) 
(T,e)ev(G,F,(s)) 

et £(G^,W)= U S{G^,T,e). 

(T,e)eV(G,F,[s]) 

Remarques 11.1 - (a) Il est clair que V(G, F, (s)) = |J V(G, F, [t]), donc 

[*] C (s) 

£{G^,{s))= U ^(G^'M)- 

[t] c (s) 

(b) Si .5 est un élément semi-simple de G*^ , alors, d'après le corollaire 9.8, on a £{G^, (s)) = 

f(G^,[,5]). 

(c) Les séries de Lusztig géométriques ou rationnelles sont stables sous l'action de H^{F,Z{G)). En 
effet, si a e H^{F,Z{G)) et si {T,e) G V{G,F), alors T^{R^{e)) = R^{e) d'après la formule 10.4. 

(d) Si 7 e £{G^, (s)) (respectivement 7 G £{G^, [s])) et si 2; G Z(G)°^ (respectivement z G Z(G)^), 
alors 

i^7 = S°(z)7 

(respectivement i^7 = s{z)^ ). 

En effet, soit 7 G Irr G^ et notons A le caractère linéaire de Z(G)^ tel que t'^j = \{z)j pour tout 
z G Z(G)^. D'après les formules 10.2 et 9.12, on a tfR^{e) = s{z)R^{e) pour tout (T, 6») G V(G, F, [s]). 
Donc, si A ^ s, 7 et R!^{9) sont orthogonaux. □ 

ll.B. Partition en séries géométriques. La preuve du théorème suivant est dûe à Deligne et Lusztig 
[DeLul, théorème 6.2]. 

Théorème 11.2 (Deligne-Lusztig). 

(a) Soit s un élément semi-simple de G*^ , soit (T, 0) G V(G,F, (s)), soit U le radical unipotent 
d'un sous-groupe de Borel de G contenant T et soit k un entier naturel. Alors toute composante 
irréductible de H^{Y^) (8)q 6 appartient à la série de Lusztig géométrique £{G^, (s)). 
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(b) On a 

IrrG^ = []£(G^,(s)), 

(b) 

où (s) parcourt l'ensemble des classes de conjugaison géométriques d'éléments semi-simples de 

Le théorème 11.2 combiné au corollaire 9.8 fournit immédiatement le corollaire suivant. 

Corollaire 11.3. Irr = U[s] £{G^ , [s])- 

Si s est un élément semi-simple de G*^ , nous noterons Cent(G^, (s)) le sous-Q^-espace vectoriel de 
Cent(G^) engendré par £{G^, (s)). Le théorème 11.2 (b) montre que 

(11.4) Cent(G^) = ® Cent(G^, (s)). 

(b) 

u.c. Partition en séries rationnelles. Dans cette sous-section, nous montrons qu'il est possible 

de remplacer "série géométrique" par "série rationnelle" dans l'cnoncé du théorème de Deligne-Lusztig 
précédent. Ce résultat est bien connu : il était annoncé dans [Lu3, 7.3] et Lusztig y donnait une indication 
pour la preuve. Une esquisse plus complète peut aussi être trouvée dans [DiMi2, 14.50]. La preuve 
(complète) que nous donnons ici ne prétend à aucune originalité : il s'agit juste de suivre les indications 
des précédents auteurs. Nous l'avons incluse car elle s'inscrit bien dans le cadre des méthodes qui seront 
développées tout au long de cet article. Nous commençons par des rappels élémentaires. 

Proposition 11.5. Soient (t*,S) G \7*{G,F) et z G (Kevi*)^' . Posons (T,s) = *fHe5g (t* , s) . Alors 

(a) Rcsg!^ R^.is) = Rt'{s)- 

(b) Rg{sz)=Rg{ë)z^. 

DÉMONSTRATION - (a) losultc du lemme 9.3 et de la proposition 10.10 tandis que (b) découle du lemme 
10.11 et de la proposition 9.2. ■ 

Corollaire 11.6. Soit s un élément semi-simple de G*^ et soit z G (Keri*)^ . Alors l'application 

7 I — > jz 

est bijective. 

Le lien entre les séries rationnelles de G"^ et les séries géométriques (ou rationnelles) de G"^ sont 
donnés par la proposition suivante. 

Proposition 11.7. Soit s un élément semi-simple de G*^ et soit s — i*{s). Alors : 

(a) Si G £{G^ , [s]) et si 7 est une composante irréductible de la restriction de j à G^ , alors 

7Gé:(G^,W). 

(b) Soit 7 G S{G^ , [s]). Alors il existe 7 G £{G^ , [s]) tel que 7 est une composante irréductible de la 
restriction de j à G^ . 

DÉMONSTRATION - (a) Soit W le groupe de Weyl de G relatif à To- Pour tout w gW, nous choisissons 
un tore maximal F-stable Tu, de G de type w par rapport à Tq. On pose aussi 

n^ = iîf^(lT£)(l) 

oii l,f,F est le caractère trivial de T^. Alors, d'après [Lu2, corollaire 2.11], on a 

w 

E 7(1)7 = ^ E (-^ E ^tw)- 
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En projetant orthogonalemcnt cotte égalité sur Qf£{G^ , [s]) (voir corollaire 11.3), on obtient 

(T„,ê)eV(G,F,[s]) 

Donc, si 7 Ê £{G^ , [s]) et si 7 est une composante irréductible de la restriction de 7 à G^, alors il 
existe {T,d) G V(G,F, [s]) tel que 7 soit une composante du caractère virtuel RcSq^ R^{d). Il résulte 
du corollaire 9.5 et de la proposition 11.5 que 7 G £{G^ , [s]). Cela montre (a). 

(b) Soit 7 G £{G^ , [s]). Alors il existe un tore maximal F*-stable T* de G* contenant s tel que 7 est 
une composante irréductible de R^,{s). Soit T* = i*~^{T*). Alors, d'après la proposition 11.5, 7 est 
une composante irréductible de la restriction de R^^{s) à G^. En particulier, il existe une composante 
irréductible 7 de R^^{s) telle que 7 soit une composante irréductible de la restriction de 7 à G''^. Mais 
7 G £{G^ , [s]) par définition, donc (b) est démontré. ■ 

Théorème 11.8 (Lusztig). 

(a) Soit s un élément semi-simple de G*^ , soit (T, 0) G V(G,i^, [s]), soit U le radical unipotent 
d'un sous-groupe de Borel de G contenant T et soit k un entier naturel. Alors toute composante 
irréductible du G^ -module H^{Y^) ®q^i^f 6 appartient à £{G^ , [s]). 

(b) On a 

IrvG^ = l[£{G^,[s]), 
où [s] parcourt les classes de conjugaison rationnelles d'éléments semi-simples de G*^ . 

DÉMONSTRATION - (a) Soit T = T.Z. Alors Ind^F 7 est un sous-G^-module of 

Ind§F ffe'(Yg) »Q^T- - ^^c (Yg) 0Q^TF Ind*F 6 

(voir l'isomorphisme 10.8) donc il existe une extension ^ de ^ à T^et une composante irréductible 7 
du G^-module H^{Y^) ^q^^^f 6 tels que 7 soit une composante irréductible de la restriction de 7 à 
G''^. D'après le corollaire 9.5, on a {T,9) G V(G^, [t\) pour un élément semi-simple i de G*''^ tel que 
i*{t) = s. Donc, par le théorème 11.2 (a), 7 G £{G^ , [i]). Il résulte alors de la proposition 11.7 (a) que 
7€f(G^,W). 

(b) Soient si et «2 deux éléments semi-simples de G*^ tels que £{G^ , [si]) et ^(G^, [«2]) ont un 
élément en commun, disons 7. Pour fc = 1 ou 2, soit (T^, 6k) G V(G, F, [sk]) tel que 7 soit une composante 
irréductible de RT^i^k)- Soit Ufe le radical unipotent d'un sous-groupe de Borel de G contenant Tfc et 
soit Tfe le tore maximal i^-stable de G contenant T^. Alors il existe un entier naturel Uk tel que 7 soit 
une composante irréductible de iî"'=(Y§^) '^q^j^f 9k- Si 7 est une composante irréductible de Ind^F 7, 

alors, grâce aux isomorphismes 10.8 et 10.9, il existe \m caractère linéaire 9k : ^ Q^^ tel que 7 est 

une composante irréductible du G^-module H^''{Y^^ ) ®Q^rpF dk- Mais {Tk,9k) G V(G, F, [sk]) pour un 

élément semi-simple Sk G G*^ tel que i*{sk) = Sk- Donc 7 G £{G^ , [si]) n£(G^, [52]). Par conséquent, 
d'après le corollaire 11.3 et le théorème 11.2 (a) appUqué à G-^, on obtient que si et S2 sont conjugués 
sous G*^ . Cela implique que [si] = [«2]- ■ 

Si s est un élément semi-simple de G*^ , nous noterons Cent(G^, [s]) le sous-Q^-espace vectoriel de 
Cent(G^) engendré par £{G^, [s]). Le théorème 11.2 (b) montre que 

(11.9) Cent(G^) = Cent(G^, [s]). 

[s] 

11. D. Induction de Lusztig et séries de Lusztig rationnelles. Soit P un sous-groupe parabolique 
de G et supposons que P admet un sous-groupe de Levi _F-stable L. Soit L* un sous-groupe de Levi 
F*-stable de G* dual de L. Alors le foncteur de Lusztig -Rl c p préserve les séries de Lusztig : 
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Théorème 11.10 (Lusztig). Soient s un élément semi-simple de L*^ , A € £{G^ ,[s]i^,f' ) ei 7 G 
f(G^,L,A). Alors-y g£{G^,[s]g,f-'). 

DÉMONSTRATION - Soit (T, 6») G V(L, F, [s]l'J'* ) tel que 7 est une composante irréductible de R^{d). 
Notons qu'alors (T, 6*) G V(G, i^, [s]g.f* ). Soit B un sous-groupe de Borel de L contenant T. Nous 
notons V et U les radicaux unipotents de B et P respectivement. Alors il existe un entier naturel k tel 
que 7 soit une composante irréductible du G^-module -ffc (^u) ®q^l^ ^ existe un entier k' such that 
A soit une composante irréductible du L^-module iî^'(Y^) 0q^tf 0. Par suite, 7 est une composante 
irréductible du G^-module 

Mais, par la formule de Kiinneth et d'après [DiMi2, preuve de 11.5], H^{Y^) ®q^lf (Y^) est un 
sous-G^-module-T^ de iî^^'^'(Y^u)i donc 7 est une composante irréductible de iî^+'^'(Y^u) ®q^tJ=' ^' 
ce qui montre que 7 € ^(G^, [sIg'J'* ) d'après le théorème 11.8 (a). ■ 

Corollaire 11.11. Soit s un élément semi-simple de G*^ , soit 7 e f (G''^, [s]q.f* ) et soit A une 
com,posante irréductible de *-RlcpT' ^^^''■^ ^ ^(L^, Ml*^*) POur un élément semi-simple t G L*-'^ qui 
est G*^ -conjugué à s. 

11. E. Stabilisateurs de caractères irréductibles de G^. Le résultat suivant a été montré par 
Lusztig [Lu7, proposition 10]. Pour cela, il a tout d'abord réduit le problème au cas 011 G est quasi- 
simple. Puisque ce résultat est évident lorsque G^/G^.Z(G)^ est cyclique, il ne lui restait à traiter que 

le cas des groupes de type I?2n- Un délicat argument de comptage lui a alors permis de conclure. Il 
serait plus satisfaisant d'avoir une preuve plus directe, mais nous en sommes incapables. Notons que cet 
argument de comptage est présenté en détails dans [CaEn, chapitre 16] . 

Théorème 11.12 (Lusztig). Soit 7 un caractère irréductible de G^ . Alors la restriction de j à G^ 
est sans multiplicité. 

Question - Le groupe G^ /G^ est un p'-groupe et, si s est un p'-'élément de G''^, alors G''^ = 
Cqf(s).G^ car, s étant semi-simple, il est contenu dans un tore maximal. Il est alors naturel de se 
poser la question suivante : 

Soit G un groupe fini et soit N un sous-groupe distingué de G. On suppose que G/N est 
un p' -groupe et que G = CG{g)N pour tout p' -élément g G G. Est-ce que la restriction à 
N d'un caractère irréductible de G est toujours sans multiplicité ? 

D'après ce qui précède, une réponse positive à cette question fournirait une preuve du théorème 11.12 
qui n'utilise pas la classification des groupes réductifs finis. □ 

Le morphisme ûg o : G^/G^.Z(G)^ — » (Ag*(s)^*)^ est surjectif. Nous noterons G^{s) le sous- 
groupe de G^ tel que G^/G^(s) soit isomorphe à {Ag»{s)^ )^ via ce morphisme. Bien sûr, G^(s) 
contient G^.Z(G)^. 

Corollaire 11.13. Soient s un élément semi-simple de G*^ et j € £{G^,[s]). Soit 6^(7) le sta- 
bilisateur de 7 dans G^ . Alors 6^(7) contient G^{s). En d'autres termes, G^{s) (ou Keiû'^) agit 
trivialement sur £{G^, [s]). 

DÉMONSTRATION - Soit S un élément semi-simple de G*^* tel que s = i*{s). D'après le théorème 11.12 
et la proposition 11.7 (b), il existe 7 G S{G^, [s]) tel que 

(Res§F 7,7)gf = 1. 

Donc, par la théorie de Clifîord et en utilisant l'isomorphisme (Keri*)^ ~ (G^/G^)^, il suffit de 
montrer l'assertion suivante : 

Si z G (Ker i*)^ vérifie 7 (8> i = 7, alors z Glmips. 
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Soit donc z G (Kerz*)-^ tel que = 7. Alors 7 G f(G^, [s])nf (G''^, [sz]) d'après le corollaire 11.6. 
Donc s et «2: sont G*^ -conjugués ce qui montre que z appartient à l'image de <^s (voir lemme 8.3). ■ 

Si a e Ag* (s)^ , rappelons que w°(a) est un caractère linéaire de H^{F, Z{G)) ; posons 
Cent(G^, (s), a) = {j G Cent(G^, {s)) | V ^ e ^^(^'.^(G)), rf 7 = oJ^Mi^h} 

et Cent(G^, [s],a) = {7 € Cent(G^, [s]) | V ^ G H\F,Z{G)), rf 7 = '^°(a)(^)7}- 

Le corollaire 11.13 montre que 

(11.14) Cent(G^, (s)) = © Cent(G^, (s), a) 
et 

(11.15) Cent(G^, [s]) = 8 Cent (G^, [s], a). 

Nous verrons plus tard que, si a G Ag'{s)^ , alors Cent(G^, [s], a) ^ (voir 17.2). 

11. F. Fonctions absolument cuspidales. Posons Cus(G^,(s)) = Cus(G^) H Cent(G^, (s)) et 

Cus(G-^, [s]) = Cus(G-^) n Cont(G-^, [s]). De plus, si a G Ag*(s)-^*, nous poserons Cus(G-^, (s), a) = 
Cus(G^) n Cent(G^, (s), a) et Cus(G^, [s], a) = Cus(G^) n Cent(G^, [s], a). On a alors, d'après le 
théorème 11.10, 

(11.16) Cus(G^) = œ Cus(G^, (s)) © Cus(G^, [s]). 

(s) [s] 

De plus, puisque Cus(G^) est stable par l'action de H^{F,Z{G)), il résulte de 11.14 et 11.15 

(11.17) Cus(G^,(s))= © Cus(G^,(s),a) 
et 

(11.18) Cus(G^,[s])= © Cus(G^,[s],a). 
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Chapitre IV. Théorie de Harish-Chandra 

Soit L un sous-groupe de Levi F-stable d'un sous-groupe parabolique -F-stable P de G et soit A un 

caractère cuspidal de L^. Notons L = LnGetP = PnGet posons A = Res^F À. Alors toutes les 
composantes irréductibles de A sont cuspidales. Dans la section 12, nous montrons que ces composantes 
irréductibles ne sont pas conjuguées sous A^qf(L), c'est-à-dire qu'elles définissent des séries de Harish- 
Chandra différentes. L'ingrédient principal est un théorème de M. Geck [Ge, page 400]. Nous étudions 
dans la section 13 les algèbres d'endomorphismes des induits de ces caractères cuspidaux pour obtenir un 
paramétrage global des composantes irréductibles de R^X. 

12. Autour d'un théorème de M. Geck 

12. A. Rappels. Un caractère irréductible 7 de G^ est dit cuspidal si, pour tout sous-groupe parabolique 
F-stable P de G et pour tout complément de Levi i^-stable de P, on a *R^QpJ = 0. Les faits suivants 
se déduisent immédiatement des propositions 10.10 et 10.11. 

Proposition 12.1. Soit 7 € IrrG^, soit 7 une composante irréductible de la restriction de j à et 
soit T G {G^ /G^)^. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) 7 est cuspidal. 

(2) 7 (gi T est cuspidal. 

(3) 7 est cuspidal. 

Si L est un complément de Levi F-stable d'un sous-groupe parabolique F-stable G de P et si A est 
un caractère irréductible cuspidal de L^, alors £(G^,L, A) est appelé une série de Harish-Chandra. La 
proposition 12.1 montre qu'il existe un lien entre les séries de Harish-Chandra de G^ et celles de G-'^. 
Ce lien est pour l'essentiel l'objet de ce chapitre. 

12. B. Notations. Dans ce chapitre, nous fixons un sous-groupe parabolique F-stable P de G et un 
complément de Levi F-stable L de P. Posons P = PnGetL = LnG. Soit U le radical unipotent de 
P ou de P. Nous fixons un caractère irréductible cuspidal A de et nous posons 

f F ~ 

A = Res^F A. 

Nous fixons aussi une composante irréductible Ai de A. Pour tout x G L^/L^(Ai), nous notons = ^X\. 
Alors, d'après le théorème de Lusztig 11.12, on a 

Puisque le groupe 1,^ /h^ est abélien, on a L,^{Xx) = L^(Ai) pour tout x G L^/L^(Ai). 

Nous notons A+ (respectivement A+, x G L^/L-'^(Ai)) le caractère irréductible de P-^ (respectivement 
P^) obtenu en composant le caractère A (respectivement A^,) avec le morphisme surjectif P^ — > 
(respectivement P^ L^). Nous fixons un P^-module M ayant A"*" comme caractère. Nous notons M 
la restriction de M à P^ et le sous-P^'^-module irréductible de M ayant A+ comme caractère. Alors 

Indf; M = {/ : G^ ^ M I Vy G P^, G G^, f{yg) = y.f{g)}, 
Ind^; M = {/ : G^ ^ M I Vy G P^, V5 G G^, f{yg) = y.f{g)} 

qF 

et des descriptions similaires sont valides pour IndpF M^. Alors 

(12.2) IndpF M = ® IndpF M^. 

xet" /L'' (M) 

Le G -module Indp^^ M a pour caractère -R^^pA- De même, les G -modules IndpF M et IndpF 
ont pour caractères -RlcP'^ ®* -^lcp''^^ respectivement. 

Soit / G IndpF M. Notons / la fonction G^ ^ M = M définie comme suit. Soit 5 G G^. Alors il 
existe x G P^ et 5 G G^ tels que g = ôtg. On pose f{g) = x.f{g) : remarquons que f{g) ne dépend pas 
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Alors la restriction de / à G-*^ est égale à / et il est 

Resg^ Indf ^ M 
I 

est un isomorphisme de G^-modiilcs. 

Le groupe VFqf(L,A) est naturellement isomorphe à VFg*'(L,A) = A^'^f (L, A)/L-^. En général, nous 
nous référerons à ce dernier car il est plus adapté à notre situation. Par exemple, il est naturellement un 
sous-groupe de Wgf(L, A). 

12. C. Un théorème de M. Geck. Dans [Ge, corollaire 2], Geck énonce le résultat suivant : le 

caractère R^^p{M) o, une composante irréductible de multiplicité 1. Cependant, pour l'obtenir, il a en 
fait démontré le résultat plus fort suivant [Ge, page 400] : 

Théorème 12.4 (Geck). Le caractère R^^pX a une composante irréductible de multiplicité 1. 

Esquisse de la preuve de Geck - Soient 7 et 7' deux composantes irréductibles de R^^ ^A dont la 
restriction à G''^ ont une composante irréductible commune. Alors, par la théorie de Clifïord et par le 
théorème 11.12, ces deux restrictions coïncident. En particulier, 7(1) = 7'(1). Pour prouver le théorème 
12.4, il est donc suffisant de montrer qu'il existe une composante irréductible 7 de iî? - A, apparaissant 

Li c " 

avec la multiplicité 1 et telle que 7(1) ^ 7'(1) pour toute autre composante irréductible 7' de R^^pX. 
En fait, Geck montre que le degré générique de la signature de l'algèbre de Hecke associée à la donnée 
(G,L, A) a une p-partie supérieure à celle des degrés génériques des autres caractères irréductibles de 
l'algèbre de Hecke [Ge, théorème 1], ce qui permet de conclure. ■ 

Remarque - Lusztig [Lu5] a montré que R^^p^ possède une composante irréductible de multiplicité 
1. Donc le théorème de Geck généralise celui de Lusztig. Mais il faut bien noter que la preuve de Geck 
utilise le résultat de Lusztig. □ 

Cette version plus forte 12.4 du théorème de Geck est nécessaire pour montrer le résultat (très utile) 
suivant : 

Corollaire 12.5. 

(a) Pour tout x G L^/L^(Ai), le caractère R^^pXx possède une composante irréductible de multi- 
plicité 1. 

(b) Six et y sont deux éléments distincts de L^/L-'^(Ai), alors les caractères cuspidaux A^ et Xy ne 
sont pas conjugués sous A^g^ {^) ■ De façon équivalente, 

(c) On a Wg^(L,X) = Wgp{L,Xx) pour tout x G L^/L^(Ai). 

(d) Si 7 est une composante irréductible de R^^pX, alors 6^(7) est contenu dans G'^.L^(Ai). 
DÉMONSTRATION - (a) résulte du théorème 12.4 et de l'égalité : 

xetp/LfiXi) 

En fait, (a) est l'énoncé original de Geck [Ge, corollaire 2]. 

Prouvons maintenant (b) et (c). Les groupes N^fCL) et li^ agissent sur IrrL-'^ et ces deux actions 
commutent. Donc, si a; et y appartiennent à L''^/L^(Ai) et si n e Ngp{L) est tel que "A^ = Xy, 
alors n e A^gf(L, A). Par conséquent, prouver (b) et (c) est équivalent à prouver que NgfCLjX) agit 
trivialement sur E = {Xx \ x € L^/L^(Ai)}. Puisque les actions de A'gf(L, A) et ïi^ sur E commutent, 
toutes les orbites de A^g^ (L, A) sur E ont le même cardinal, disons n. Mais alors n divise la multiplicité 
de toute composante irréductible de R^f-pX. Donc, d'après le théorème 12.4, n = 1 et (b) et (c) en 
résultent. 



du choix de i e P-^ et 5 G G^ tels que g = xg. 
facile de vérifier que l'application 

(12.3) Ind^'M — 
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(d) Soit g G tel que ^7 = 7. On peut supposer que g G L^. Par hypothèse, il existe x G L^/L^(Ai) 
tel que 7 est une composante irréductible de -Rlcp'^^- ^7 = 7 donc 7 est aussi une composante 

irréductible de R^^p^Xx- Donc, d'après (b), g G ii^{Xx) = L^(Ai). ■ 

12. D. Une extension centrale de Wgf(L, A). Posons 

W^,.(L,À) = {(w;,6i) e Wgf(L) X (L^/L^)^ | '"Â = Â 6»}. 

Notons qu'en fait Wqf (L, A) c W q^ (L, A) x (L-'^/L-'^)^. Nous identifierons Wgf(L,A) avec le sous- 
groupc VFgf(L, A) X {1} de W^p(L,X). De même, nous identifierons (L^/L^(Ai))^ avec le sous-groupe 
{1} X (L^/L'^(Ai))^ de Wqf(L, A). La première projection 

{w, 9) I — > w 

est surjective (d'après le théorème 11.12 et la théorie de Clifïord) et son noyau est égal à (L^/L^(Ai))^. 
De plus, (L^/L^(Ai))^ est central dans Wqf(L,A). La deuxième projection 

{w, 9) ^ 9 

n'est pas surjective en général et son noyau est Wq^fCL^X). Nous notons L^(G,Ai) le sous-groupc de 
contenant tel que l'image de cette deuxième projection soit (L-'^/L^(G, Ai))^. En fait, le groupe 
L^(G,Ai) est contenu dans L^(Ai). On a des isomorphismes canoniques 

(12.6) W^p(L,Â)/Wgf(L,À) ~ (L^/L^(G,Ai))^ 
et 

(12.7) Wgf (L, A)/Wgf (L, à) ~ (L^(Ai)/L^(G, Ai))^. 

Résumons tout ceci dans le diagramme suivant, dans lequel toutes les suites horizontales ou verticales 
sont exactes et tous les carrés sont commutatifs : 

1 1 

Wg (L, À) = Wg (L, À) 



1 ^ (L^/L^(Ai))^ W^{i, À) ^ WgÇL, A) 1 



1 (L^/L^(Ai))^ (L^/L^(G, Ai))^ (L^(Ai)/L^(G, Ai))^ 1 

1 1 

Remarque 12.8 - Les isomorphismes 12.6 et 12.7 entraînent que les groupes W^pÇL, A)/Wg^'(L, A) et 
Wg^CL, A)/Wg^(Ï')Â) sont abéliens. □ 

Proposition 12.9. On a : 

(a) (L^/L^(G, Ai))^ = {6 G (L^/L^)^ | {Rf^^X)®e = Rf^^X}. 

(b) S'i7 G 5(G^,L,A), aZorsG^(7) coniieni G^.L^(G, Ai). 
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DÉMONSTRATION - (a) Soit 9 £ {L^ / {G , . Alors il existe w G Wg,f{L) tel que {w,6) e 
Wqf (L, A). Par conséquent, '"A = \®9. Donc, d'après la proposition 10.11, on a {R^^p\)®6 = R^^^- pA. 
Réciproquement, soit 9 G (L^/L^)^ tel que {R^^pX)^9 = -R^^-p^- Alors, d'après la proposition 10.11, 
on a R^^p{X<Si9) = R^^ pA. De plus, A et A0^ sont cuspidaux d'après la proposition 12.1. Donc il existe 
w G Wgf (L) tel que '"Â = À 6». En d'autres termes, {w, 9) G W^p (L, Â) donc 9 G (L^/L^(G, Ai))^. 

(b) Soit 7 une composante irréductible de Rf^^p^ telle que 7 soit une composante irréductible de la 
restriction de 7 à G^. D'après le théorème 11.12 et la théorie de Clifford, (b) est équivalent à l'énoncé 
suivant : si é* G (L-^/L^)^ est tel que 7 (g) 6» = 7, alors 9 G (L'^/L^(G, Ai))^. Mais, si 7 (g) é» = 7, alors 7 
est une composante irréductible de R^^^ pA ainsi que de R^^p{X®9). Par suite, ^£ ^ p^ = -R^^ pC-^®^) 
et donc 9 G (L^/L^(G, Ai))^ d'après (a). ■ 

Corollaire 12.10. 7 G £:(G^, L, A), o/ors G^.L^(G, Ai) c G^(7) C G^.L^(Ai). 



13. Algèbres d'endomorphismes 



13. A. Description. Nous noterons dans ce chapitre 7Î l'algèbre d'endomorphismes du G^-module 

Ind^p, M et par Ti, l'algèbre d'endomorphismes du G^'^-module Indpr M. Alors fi est, via l'isomorphisme 
12.3, une sous-algèbre de TL. Pour tout x G L-'^/L^(Ai), nous notons Ti^ l'algèbre d'endomorphismes du 
G^-module Indp^- M^. Alors, d'après le corollaire 12.5 (b), on a 

et donc IrrH= IïtTLx- 

Cela nous donne un morphisme d'algèbres Ti, Tix pour tout x G L^/L^(Ai). 

D'après [HoLel, lemme 6.5] et d'après le corollaire 12.5, le caractère irréductible Ai de s'étend en 
en un caractère irréductible ui de A^gf(L, A). 

Lemme 13.1. 

(a) Le stabilisateur de v\ dans est L^(G, Ai). 

(b) Le stabilisateur, dans L^, de la restriction de vi à 7Vgf(L, A) est L^(Ai). 
DÉMONSTRATION - Soit N = NqfÇL, A).L^. Alors, d'après la formule de Mackey, on a 



Res^p Ind^^^(L,À) ^1 = I^'^L^ ^1- 



Le caractère Indj^F Ai est sans multiplicité, donc le caractère Ind^^ ^ Â) '^^ ^^^^ multiplicité. Soit û 
une de ses composantes irréductibles telle que Res^p û a X comme composante irréductible. Alors 

Res£F û = ^ Â (g) f 

Te(LF(Ai)/L^'(G,Ai))^ 

oîi, pour chaque r G (L^(Ai)/L-'^(G, Ai))^, f désigne une extension de t à L^ : alors le caractère A (g) f 
ne dépend que de r et non du choix de f. Cette décomposition a lieu car l'orbite de A sous cette action 
de TV est {À(gf I r G (L^(Ai)/L^(G, Ai))'^}. 

Soit 9 un caractère linéaire de L^/L^ ~ N/Nqf(L, A). Alors, par la théorie de Clifford, l'énoncé (a) 
du lemme 13.1 est équivalent à l'assertion suivante : 



û ®9 = ï> si et seulement si L^ (G, Ai ) C Ker 9. 
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Supposons tout d'abord que v ®9 = î). Alors 



(Res£p v)®e ^ Res^^ {v ® 6) 
= Res^jr v 



ce qui implique que L (G, Ai) C Kcré* 



Réciproquement, supposons que L^(G, Ai) C Ker^. Alors ReSf'p (î/ (8> ^) = Res^^ v donc î^®^ est une 



composante irréductible de Ind^v^^ ^i^ x) ^t Res^j? {î> ® 9) a A composante irréductible. Ceci implique 
que V ^6 = y. D'oii (a). 

(b) découle d'un argument similaire. ■ 

Pour tout X G L^/L^(Ai), nous choisissons un représentant i de a; dans L^. Alors ^ui est une 
extension de A^ à A''qf(L, A). Nous posons 

.= Y. 

xeLF/L*'(Ai) 

Alors V est une extension de A à A^qf(L, A). Pour chaque x G L^/L-^(Ai), nous notons \Xx la restriction 
de à Nq,f{^~\). 

Remarque 13.2 - Soit x e L^/L^(Ai). Alors, si L^(G,Ai) ^ L^(Ai), le caractère ^v^ dépend du 
choix de x d'après le lemme 13.1 (a), tandis que le caractère n'en dépend pas d'après le lemme 13.1 
(b). Ceci justifie la notation. □ 

Posons 

de sorte que fj, est la restriction de u k NqfCL, A). Par la formule de Mackey, on a 

Res-° Ind^-^(- -^Mi=IndL.Ai 

donc il existe une unique composante irréductible /x de Ind^'^^^^ '^^ Hi telle que 



D'après le lemme 13.1 (b), on a 



Resj- ° 11 = X. 



(13.3) A*=R<-;g!/i. 

Fixons une représentation à : A^qf(L, A) GL(M) ayant pour caractère /x et une représentation 
a : A^qf(L, A) — > GL(M) ayant pour caractère u étendant toutes deux les représentations de et 
sur M et M respectivement. Alors 

(13.4) Res,, ,-r,cr = Res,, ,ir -.a 

d'après 13.3. Pour tout x e L^/L^(Ai), notons la restriction de a aux sous-espace de M. 

Pour tout w G T4^gf(L, A), nous notons w un représentant de w dans A^gf(L, A) et nous définissons, 

qF 

pour tous / G IndpF Mi et g € G , 

Tn,{f){9) = J2 <^^iw)f{w-^ug). 

Alors, d'après [HoLel, proposition 3.9], (T'î(;)M,evVç,F(L,A) est une base de Wi. De même, nous définissons, 
pour tous w G Wgf(L, À), / G Indfp M et 5 G G^, 



Alors, encore d'après [HoLel, proposition 3.9], (î«j),„£vyeF(L,Â) hase de H. 
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D'après [HoLel, corollaire 5.4], il existe des isomorphismcs de Q^-algebres 

(13.5) ^Q^[W^G-(L,A)] 
et 

(13.6) 7Î~Q,[VKg^(L,À)]. 

De plus, l'image de dans Tii est d'après 13.4 donc, par un argument de déformation, les isomor- 
phismcs ci-dessus peuvent être choisis de sorte que le diagramme 

a — ^q,[Wg-(l,à)] 

(13.7) 

Ui [Wg. (L, A)] 

soit commutatif. Nous ferons bien sûr ce choix-là par la suite. 

Remarque 13.8 - Une fois choisie une racine carrée de q dans et une fois choisis vi et alors les 
bijections entre ensembles de caractères irréductibles induites par les isomorphismcs 13.5 et 13.6 sont 
uniquement déterminées (voir [HoLe2, théorème 4.8] et [BeCu, théorème 2.9]). 

13. B. Paramétrage des caractères dans une série de Harish-Chandra. D'après le corollaire 12.5 
(b), on a 

£(G^,L,A)= ]J f(G^,L,A,). 

Les isomorphismcs 13.5 et 13.6 induisent des bijections 

IrrVFG^(L,A) — > £:(G^,L,A) 

77 I — > Rr, 

IrrWG.(L,À) — . f(G^L,À) 
X ^ Rx- 

Théorème 13.9. Avec les notations ci-dessus, on a : 

(a) iîG^pAi= Y. 

jj6lrrW^F(L,A) 

(b) Soit T] G IrriyG^(L, A) ei x e IrrVKG^-(L, À). Alors 

(ii'^,Resg^ R^)g^ = (Rcs|;[^^^J^'^Jr/,x)H.^^(L,À)- 

(c) Soit l e L^(Ai) et soit Ç le caractère linéaire de Wgf{L,\) associé à l via l'isomorphisme 12.7. 
Soit î] un caractère irréductible de Wg^^(L, A). Alors 

^Rq — Rrj^S,. 

DÉMONSTRATION - (a) est immédiat. 

(b) Faisons ici agir G^ et G^ à droite sur M et M respectivement. Soient Vjj (respectivement 
V^) un Tii-module (respectivement Ti-module) irréductible ayant pour caractère rj (respectivement x) à 
travers les isomorphismcs 13.5 et 13.6. On voit Vq comme un W-module. Posons = M* ®-h VÇ, et 
= M* g)^ V^. Alors (respectivement M^) est un G^-moduIe (respectivement G'^^-module) à 
droite irréductible ayant pour caractère iî^ (respectivement Rx)- On a 

qF ~ qF ~ 

[Rn, Rcsgf -Rx/g^ = dim^^ HomGF (M^, Rcsg^ M^) 
= dim^^ m; 0Q^j.F Resg^ 
= dimQ^y;0«(M®Q^GpRes§FM*)0^Fx. 
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Or, Resgp M* = M* et M «q^g*- ^* = ^- ^^r conséquent, 



(iî^, Resg;- R^)gp = diniQ^ V* ®n H ®ji 



La commutativité du diagramme 13.7 montre que ce dernier terme est égal à 



ce qui montre (b). 

(c) Puisque l G L^(Ai), l'automorphisme â{l) de M stabilise Mi. Soit / e Indpi? Mi. Posons 

9 ^ d{l)U{l-^gl)). 

Alors uji{f) G IndpF Mi et 

: IndpF Ml > Indp^ Mi 

est un isomorphisme de Q^-espaces vectoriels. De plus, si 5 G G^, alors l~^gl agit sur Indpi? Mi comme 
Si Br, désigne l'idempotent primitif central de Tii associé à rj, alors (c) est équivalent à l'égalité 

Par un argument de déformation, montrer cette égalité revient à montrer que 

pour tout w G Wq,f{L, A), où Tw est le caractère linéaire de L-'^(Ai) associé à l par l'isomorphisme 

l^G-(L,A)/VrG^(L,À) ~ (L^(Ai)/L^(G,Ai))\ 
Donc soient / G IndpF Mi et g G G^ . Alors 

{uiT^uji'f){g) = â{l){T^uj^'f){l-'gl) 

= d{l)a^{w).{ujï^ f){w-^ul-^gl) 

= Yl à{l)a^{w)d{l)-\f{lw-\l-^g) 

= Y à{l)ai{w)d{l)-\î{lw-H-^ug) 

= Y, ^(Z)£7i(«;)à(Z)-^/(Zw-^r^îi;«;-^uc/) 

«eu'' 

= Y à{l)ai{w)â{l)-^ai{lw-H-^w).f{w-^ug) 

= à{l)ai{w)à{l)-'ai{lw-H-'w)ai{w)-\{T^f){g). 
D'après 13.4, on a ai{l'w~^l~^w) = â{l)â{'w~^l~^'w). Donc 

{uJiT^ujf'f)ig) = à{l)ai{w)ai{w-H-'w)ai{w)-K{T^f){g). 
De plus, par définition de r^, la représentation 

L^(Ai) — > GL(Mi) 

admet le même caractère que la représentation 

L^(Ai) — > GL(Mi) 

et leur restriction à est égale à ai . Donc on a 

ai{w)ai{w~^lw)ai{'w)~^ = Tyj{l)â{l) 
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pour tout l G L^(Ai). D'où le résultat. ■ 

Remarque 13.10 - Une fois choisi l'isomorphisme d'algèbres Ti. ~ Q^[Wg^' (L, A)], l' isomorphisme 
Hi ~ Q^[iyG^(L, A)] est déterminé à un caractère linéaire près de Wgf{'L,X)/Wq,f{'L,X) c'est-à-dire, 
d'après le théorème 13.9 (c), à conjugaison près par un élément de L^(Ai). □ 

13. C. Paramétrage de S{G^ , L, A). Soit maintenant rj un caractère irréductible de W^f (L, A). Alors 
la restriction de r/ au sous-groupe central (L^/L^(Ai))^ de W qf(L,A) est un multiple d'un caractère 

linéaire de (L^/L^(Ai))^. Donc rj définit un clément .t^ de L^/L^(Ai). Choisissons un relevé â;^ de 
dans L^/L-'^(G, Ai) et soit le caractère linéaire de VF^^-(L,A) associé à îr, par l'isomorphisme 
(W^^f(L,À)/M^g^(L,À))'' ~ L^/L^(G,Ai). Alors est un caractère irréductible de W^p{L,~X) 

et (L^/L^(Ai))^ est contenu dans son noyau. Donc il peut être vu comme un caractère irréductible de 
Wc^F (L, A). On définit alors 

(13.11) Rr, = ''^R^^^-.. 

Remarquons que iî^ ne dépend pas du choix du représentant .t^ de .t^ (voir théorème 13.9 (c)). De 
plus, si rj contient (L^/L''^(Ai))^ dans son noyau, alors rj peut être vu comme un caractère irréductible 
de Wgf(L, A) et le caractère Rn défini par 13.11 coïncide avec le caractère iî^ défini au début de la 
sous-section 13. B. S'il y a ambiguïté, ce caractère irréductible sera noté R^. Le théorème suivant est 

une conséquence de cette discussion : 

Théorème 13.12. 

(a) L'application 

IirW^^{t,\) f(G^,L,A) 
î] I — > Rn 

est bijective. 

(b) On a 

7,eIrrVy^p(L,Â) 

(c) Soit î] et X deux caractères irréductibles de Wqf(L, A) et Wgf(L,A) respectivement. Alors 

{Rn,BesGF Ryc)G^ = (I^es^^^^- ~^?7,x)^^^(L,À)• 
(d) Soitr] €IttW^p{L,X). Alors Rr, e £{G^ ,1,, X^J. 

(e) Soient l G etr]£ Irr Wqf(L, A). Notons le caractère linéaire de Wqf(L, A) associé à l via 
l'isomorphisme (W^f(L, Â)/Wgf(L, Â)) ci: L^/L-'^(G, Ai) induit par 12.6. Alors 

^Rn = Rn^Çi ■ 

Corollaire 13.13. Soit î] un caractère irréductible de W^fÇL, X). Alors 

(a) La restriction de rj à Wg" (L, A) est sans multiplicité. 

(b) Soit le sous-groupe de contenant L^(G, Ai) tel que 

L^/L^(G,Ai)~Ug (iy^F(L,Â)/W^G-(L,À))^ \r]®^ = v}. 
(Rappelons que l'on a un isomorphisme (Wqf(L, A)/Wgf(L, A))^ ~ L^/L^(G, Ai).^ Alors 

G^iRr,) = G^.L^. 

DÉMONSTRATION - (a) résulte du théorème 13.12 (c) et du théorème 11.12. (b) découle du théorème 
13.12 (d). ■ 

Remarques 13.14 - (a) Gardons les notations du corollaire 13.13 (b). Le sous-groupe (L-^/L^(Ai))'^ 
est central donc tout caractère linéaire ^ de Wqf(L, A)/Wgf(L, A) vérifiant r/ <8) ^ = r/ doit contenir ce 
sous-groupe dans son noyau. Donc L^(G, Ai) C C L^(Ai) (comparer avec le corollaire 12.10). 
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(b) Comme dans la remarque suivant le théorème 13.9, le paramétrage de £{G^ , L, A) donné dans le 
théorème 13.12 (a) est bien défini à tensorisation près par un caractère linéaire de W^p (L, A) /W^f (L, A) 
(une fois l'isomorphismc "H ~ ^^[W^qf (L, A)] choisi) donc il est bien défini à conjugaison près par un 
élément de L^. Pour fixer précisément ce paramétrage, il faut choisir une composante irréductible de la 
restriction de à et associer à cette composante irréductible le caractère trivial de W^p (L, A) : c'est 
équivalent à choisir une extension vi de la composante irréductible /Ui de la restriction de î/ k A^q(L,A) 

telle que Res^F ^^'^^ /Ui = Ai . □ 

13.D. Action de H^(F, Z(G)). Soit z G H^{F, Z{G)). Notons le caractère linéaire du groupe 
Wqf(L, A)/Wgf(L, A) image de z par la suite de morphismes 

H\F,Z{G)) ^t^/L^.Z{Gf ^t^/t^{G,Xi) {W^4L,~X)/Wgf{L,~X))\ 

Ici, le dernier isomorphismc est le dual de 12.6. On peut voir comme un caractère linéaire de W^p (L, A). 

La proposition suivante est immédiate. 

Proposition 13.15. Sotent z e B^{F,Z{G)) et r] € lviW^p(t, À). Alors rf iî^ = Rr,^^ . 

13. E. Induction de Harish-Chandra. Pour une preuve de l'analogue du théorème suivant pour la 
série de Harish-Chandra 5(0^, L, Ai), voir [HoLe2]. Le théorème ci-dessous en découle facilement. 

Théorème 13.16. Soit M un sous-groupe de Levi F-stahle de G tel que L C M. On choisit une bijection 

IrrM/j^,(L,À) f(L^,L,A) 
V ^ < 

telle que {R2i(^qRi^,R?)g'' 0. Alors 

(Rm c Q^f ' >G^- = (IndJJ^?^^J^^ V, Ow'p(L,x) 

pour tous caractères irréductibles rj et C, de W^p^L, X) et W^pCL, X) respectivement. 

Remarque 13.17 - Choisir une bijection 

Irrl^^,(L,À) — . £:(M^,L,A) 

est équivalent à choisir une extension v'i de Ai à Nj^f(L,X) et une racine carrée de q (voir [HoLe2, 
théorème 4.8] et [BeCu, théorème 2.9]). Si nous demandons à cette bijection de vérifier 

alors nous devons choisir pour la restriction de vi et, pour la racine carrée de q, la même que celle 
choisie pour le groupe G^. □ 
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Chapitre V. Autour des caractères de Gelfand-Graev 

Le but de ce chapitre est d'étudier les caractères de Gelfand-Graev ainsi que leurs composantes 
irréductibles, appelés caractères réguliers. Dans les groupes à centre non connexe, il peut y avoir plusieurs 
caractères de Gelfand-Graev (ils sont paramétrés par H^{F, Z{G))) et ce ne sont pas forcément des fonc- 
tions uniformes, contrairement à ce qui se passe dans les groupes à centre connexe [DeLul, §10]. Dans la 
section 14, nous rappelons la définition et les premières propriétés de ces caractères, comme les résultats 
de Digne, Lehrer et Michel [DiLeMi2] ou l'auteur [Bon7, partie II] sur la restriction de Lusztig. Dans la 
section 15. nous rappelons comment sont paramétrés les caractères réguliers ou semi-simples (un caractère 
semi-simple est, au signe près, le dual d'Alvis-Curtis d'un caractère régulier). La section 16 est consacrée 
à l'étude des séries de Harish-Chandra au-dessus d'un caractère semi-simple cuspidal en adaptant l'étude 
faite au chapitre précédent à ce cas particulier. Dans la dernière section de ce chapitre, nous étudions les 
combinaisons linéaires d'induits de Lusztig de caractères semi-simples. 

14. Caractères de Gelfand-Graev 

14. A. Éléments unipotents réguliers. Si 5 G G, alors dimCG(5') ^ dimTo- Un élément g de G est 
dit régulier si dimCG(5') = dimTo. L'ensemble des éléments réguliers de G forme un ouvert dense de G 

(voir [St4, théorème 1.3 (a)]). 

Concentrons-nous maintenant sur les éléments unipotents réguliers. Tout d'abord, il existe des éléments 
unipotents réguliers [St4, théorème 3.1]. Ils sont tous conjugués dans G [St4, théorème 3.3] : notons 
la classe de conjugaison des cléments unipotents réguliers de G. Un élément unipotcnt u de G est régulier 
si et seulement si il est contenu dans un seul sous-groupe de Borel [St4, corollaire 3.12 (b)]. Un élément 
unipotent w e Uq est régulier si et seulement si u ^ U/ pour toute partie non vide / de Aq [St4, lemme 
3.2]. Notons Uo.rôg l'ensemble des éléments unipotents réguliers de Uq : c'est un ouvert dense de Uq. 

Soit Ui = nae$([-Ao ^0 système de racines positives de $0 associé à Aq. Alors Ui est le 

groupe dérivé de Uq. De plus, l'action de Ui par translation (à droite ou à gauche) sur Uq stabilise Uo,rég- 
Il est de plus clair que Tq agit transitivement sur Uo,rég/Ui. En particulier, (Uo,rég/Ui)^ = U^j.^g/Uf 
est non vide. D'autre part, le stabilisateur de tout clément de Uo.rég/Ui dans Tq est Z(G). Ce dernier 
étant connexe, on en déduit que T^ agit transitivement sur U^^^g/Uf . 

Proposition 14.1. Soit u G Uo,rég- Alors : 

(a) Cg(«) = Z(G).Cuo(w). 

(b) Si p est bon pour G, alors Cu„{u) est connexe. 

(c) L'application Uo wUi. x xux^^ est surjective. 

(d) Si u' est un autre élément de Uo,rég> alors il existe b G Bq tel que u' = bub~^. 

(e) Bq est l'unique sous-groupe de Borel de G contenant u. 

Démonstration - (a) découle du fait que le stabilisateur, dans Tq, d'un élément de Uo.rég/Ui est égal 
à Z(G). Pour (b), voir [SprSt, 3.7]. Montrons maintenant (c). Soit / : Uq ^ uUi, x 1-^ xux~^ . C'est un 
morphisme de variété. L'image de / est une orbite sous l'action d'un groupe unipotent, donc c'est une 
sous- variété fermée de uUi. De plus, la dimension des fibres de / est toujours égale à 

dimCuo(M) = dimCG(w) - dimZ(G) = |Ao|. 

Par conséquent, la dimension de l'image de / est 

dimUo - dimCuo(w) = |$o I - |Ao| = dimUi. 

Puisque ztUi est irréductible, l'image de / est bien uUi. (d) découle du fait qu'il n'y a qu'une classe de 
conjugaison d'éléments unipotents réguliers, que chaque élément unipotent régulier est contenu dans un 
seul sous-groupe de Borel et que le normalisateur de Bq dans G est Bq [Bor, théorème 11.16]. (e) est 
clair. ■ 

14. B. Caractères réguliers de Uq . Un caractère linéaire V : ^0 Qe ^st dit régulier s'il contient 
Uf dans son noyau et si Res^S- tp ^ 1 pour toute partie stricte çio-stable / de Aq (le lecteur peut 
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aisément vérifier que cette définition coïncide avec [DiLeMil, définition 2.3]). Notons (U^)^^g l'ensemble 
des caractères linéaires réguliers de Uq. 

Fixons maintenant et ce jusqu'à la fin de cet article un caractère linéaire non trivial xi '^p ^ Qe^ ■ Si 
n est un entier naturel non nul, nous noterons Xn '■ IFp" ^ Q^^i a; i-^ xi (Trj^^„/Pp (.x)). Avec ces choix, on 
obtient [DiLeMi2, §2] une application bijective TQ-équivariante U^j.^g/Uf {^o)rég- Cela montre que 
le groupe agit transitivement sur l'ensemble des caractères réguliers de Uq et que le stabilisateur d'un 
caractère régulier dans est Z(G)^. Par conséquent, To'/To'.Z(G)-'^ ~ H^{F,Z{G)) agit librement 
sur l'ensemble des T^-orbites dans (Uo)^^g. 

On appelle caractère de Gelfand-Graev de G tout caractère de la forme Indy-p ip, oii ip est un caractère 
régulier de U^. Notons Uni].ég(G^) l'ensemble des classes de G^-conjugaison d'éléments unipotents 
réguliers de G^ et GG(G^) l'ensemble des caractères de Gelfand-Graev de G^. La dernière remarque 
du précédent paragraphe montre que H^{F, Z(G)) agit transitivement sur GG(G''^) (en particulier, il n'y 
a qu'un caractère de Gelfand-Graev dans G^). 

Si [u] e Unirég(G^), alors [u] fl Uq est contenu dans U^j,^g et son image dans U^j.^g/Uf est une 
Tg^-orbite. On peut donc lui associer un caractère de Gelfand-Graev : l'application 

Unirég(G^) — > GG(G^) 

est surjective et iî^(i^, -E(G))-équivariante. Nous verrons plus tard qu'elle est bijective. 

Dorénavant, et ce jusqu 'à la fin de cet article, nous fixons un élément unipotent régulier 
u € U^j.^g, nous notons ip le caractère régulier de \Jq associé et nous posons 

= IndgJ V- 

Une fois fixé ip, l'ensemble des Tg'-orbites de caractères réguliers de Uq est en bijection naturelle avec 
t^/T^.Z(G)^ =i H^{F,Z{G)). Soient z G H\F,Z{G)) et t, e tels que a^Jt.T^ .Z{G)^) = z. 
Posons ipz = ipo[a,dtz)~^ ■ Alors {ipz \ z € H^{F, Z{G))} est un ensemble de représentants des Tq -orbites 
de caractères linéaires réguliers de Uq. On définit alors 

(14.2) Tf - Indg; 
Remarquons que ne dépend que de z et que 

(14.3) = o {adùy^ = T^T^. 

Donc les caractères de Gelfand-Graev de G^ sont les oià z parcourt H^{F, Z{G)). 

14. C. Restriction de Harish-Chandra. Le théorème suivant a été montré par Digne, Lehrer et Michel 
[DiLeMil, théorème 2.9] (voir aussi [As, preuve du lemme 3.6.1] pour un énoncé moins fort). 

Théorème 14.4 (Digne-Lehrer-Michel). Soit P un sous-groupe parabolique F -stable de G et soit 
L un complément de Levi F-stable de P. Alors *iÎLcP^^ ^'^ caractère de Gelfand-Graev de L^. 
Plus précisément, si Bq C P et Tq c L, alors la restriction de ip à Uq fl L''^ est un caractère régulier de 

n et 

*iî^cpFG = Indî^^.nL-(Res;;|^L, ^). 

Notation - Sous les hypothèses et notations du théorème 14.4, on pose 

(14.5) T^ = *R^^pT^. 

Remarquons que F^ ne dépend pas de P. Si on pose F^ = r^F^ pour tout z G iî^(F, Z(L)), alors, 
d'après 10.4, on a 

(14.6) F^.(^) = *iî^^pFf 
pour tout z e H'^{F, Z(G)). □ 
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14. D. Dualité d'Alvis-Curtis. Les résultats de cette section sont dûs eux aussi à Digne, Lehrer et 
Michel. 

Théorème 14.7 (Digne-Lehrer-Michel). 

(a) Si g £ est tel que DQ,r'-^{g) ^ 0, alors g est un élément unipotent régulier. 

(b) Si z et z' sont deux éléments de H^{F, Z{G)), alors 

(DGr?,rG)G-=?7G|z(G)^|<5.,... 

DÉMONSTRATION - voir [DiLeMil, théorème 2.12 (i) et (ii)]. ■ 

Corollaire 14.8 (Digne-Lehrer-Michel). La famille iX^)zeH^(.F,z(G)) est libre. En particulier, si z 
et z' sont deux éléments distincts de H^{F,Z{G)), alors ^ F^. 

14. E. Restriction de Lusztig. Nous fixons dans cette sous-section un sous-groupe de Levi F-stable L 
de G. 

Hypothèse : Nous supposerons dans cette sous-section, et seulement dans cette sous- 
section, que p est un bon nombre premier pour G. 

Dans [Bon3, §2], l'auteur a défini une application 

res^ : Uni,ég(G^) Unirég(L^). 

Rappelons sa définition (pour la preuve des faits utilisés dans la discussion suivante, nous nous référons 
à [Bon3]). 

Tout d'abord, si L est un complément de Levi F-stable d'un sous-groupe parabolique F-stable P de 
G, notons ttl c p : P — > L la projection canonique et posons 

p^: Unirég(G^) Unircg(L^) 

[g]GF ^ 7rLcp([.9]ênP). 

Il est bien connu que est bien définie et ne dépend pas du choix du sous-groupe parabolique F-stable 
ayant L comme sous-groupe de Levi [DiLeMil, proposition 5.3]. 

Revenons au cas général. Soit Li un sous-groupe de Levi F-stable L-déployé de L minimal tel que 
l'application soit un isomorphisme. Le groupe Li étant cuspidal, il existe alors un sous-groupe de 
Levi F-stable G-déployé L2 qui lui est géométriquement conjugué. Alors l'application 

Cl : Unirég(Lf ) — > Unircg(Lf ) 

est bien définie et bijective. De plus, ^st elle aussi bijective. On pose alors, comme dans [Bon3, page 
279], 

resg = (PLj"' ° CL o p2^. 

Nous allons maintenant définir une autre application Unirég(G^) — > Unirég(L^). Notons x un élément 

de G tel que Li = ^1^2- Puisque Li et L2 sont i^-stables, F{g)g~^ appartient à 7Vg(Li). Notons wz, sa 
classe dans Wg(Li). Nous noterons ici (f^^ : H^g(Li) •2(Li) le morphisme de groupes noté (f^^ 
dans [Bon7, partie I, corollaire 3.8], oii v\ est un élément unipotent régulier de Li. Il est à noter que ce 
morphisme a été calcule explicitement dans [Bon7, partie II, table 1]. Identifions Z(Li) et Z^L) via h^^ 
et notons 2l l'image dans iî^(F, Z(L)) de l'élément (p^^{wi,) de Z{L). On pose alors 

dlm.^ = ri; o res^ . 

Nous rappelons les propriétés des applications res^ et dlmL • 

Proposition 14.9. On a : 

(a) Les applications xes^ et dlmL ne dépendent pas des choix de Li , L2 et g effectués ci-dessus. 

(b) Size H'^{F, Z{G)), alors rcs^ orf = r^^^^^ o res^ et dlm^f o = r^^^^^ o dlm^. 

(c) Les applications res^ et dlm^ sont surjectives. 

(d) Si M est un sous-groupe de Levi F -stable de L, alors res^ = re^^ o les^ et dlm^ = dlm^l^jodlm^ . 
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DÉMONSTRATION - Les assertions (a), (b) et (c) sont évidentes. Le fait que res^ = res^oresL est 
démontré dans [Bon6, proposition 7.5 (c)]. Il sufBt alors d'appliquer [Bon7, partie II, corollaire 12.4] pour 

G L G 

obtenir que dlnij^ = dlnij^ o dlniL . ■ 

Notation - Dorénavant, et ce jusqu'à la fin de cet article, nous noterons, lorsque p est bon pour G, ul 
un représentant de la classe de L^-conjugaison dlm^ [w]g^- D'autre part, nous noterons le caractère 
de Gelfand-Graev de associé à [■ulJl'' • n 

La conjecture suivante propose une généralisation du théorème de Digne-Lehrer-Michel sur la restric- 
tion de Harish-Chandra d'un caractère de Gelfand-Graev. 

Conjecture : Sih est un complément de Levi F-stable d'un sous-groupe parabolique P de G, alors 
Conjecture (Î5' : Sih est un complément de Levi F-stable d'un sous-groupe parabolique P de G, alors 

-"-L c Plu — 7uL ■ 

Nous dirons que "la conjecture & (resp. &) a lieu dans G" si, pour tout sous-groupe de Levi M de 
G, pour tout sous-groupe parabolique P de M et pour tout complément de Levi F-stable L de P, on a 
*R^^^T^ = e^e^T^ (resp. *R^^p^Z = 

Proposition 14.10. Si la formule de Mackey a lieu dans G, alors la conjecture <Ô a lieu dans G si et 
seulement si la conjecture (S' a lieu dans G. 

DÉMONSTRATION - Cela résulte facilement de [DiLeMi2, propositions 2.1 et 2.5]. ■ 

Lorsque le centre de G est connexe, ces conjectures ont été montrées par Digne-Lehrer-Michel [DiLeMil, 
proposition 5.4] : en effet, dans ce cas, les fonctions centrales F*^ et 7^ sont des combinaisons linéaires 
explicites de caractères de Deligne-Lusztig R^{9), où {T,9) e V(G,F). Il suffit alors de calculer 
*^lcp^t(^) • cela se fait en utilisant la formule de Mackey qui est valable dans ce cas (voir théorème 
10.12 (a2)). 

Lorsque le centre de G n'est pas connexe, ces conjectures ne sont démontrées qu'en utilisant la théorie 
des faisceaux-caractères, ce qui restreint leur domaine de validité (notamment à cause de l'emploi de 
[Lu8, théorème 1.14]). 

Théorème 14.11. Sip est bon pour G, si F est un ¥ q-endomorphisme de Frobenius de G et si q> qo{G), 
où qo{G) est un constante ne dépendant que de la donnée radicielle associée à G, alors les conjectures 
et & ont lieu dans G. 

Remarque - Dans [DiLeMi2, théorème 3.7], Digne-Lehrer-Michel ont montré que *iÎL^pF^ est égal, 
au signe eg^l près, à un caractère de Gelfand-Graev de L^. En revanche, ils n'ont pas déterminé lequel. 
En étudiant plus précisément l'algèbre d'endomorphismes de l'induit d'un faisceau-caractère cuspidal 

supporté par la classe unipotcntc régulière [Bon7] et en intégrant cette information supplémentaire dans 
la preuve de Digne-Lehrer-Michel, nous avons obtenu le théorème ci-dessus [Bon7, partie II, théorème 
15.2]. □ 



15. Caractères réguliers et caractères semi-simples 

Dorénavant, et ce jusqu'à la fin de cet article, nous fixons un élément semi-simple s S 
G*^ . Nous fixons aussi un élément semi-simple s G G*^ tel que i*{s) = s et nous 
posons s' = i'*{s) gG'*^*. 



55 



Nous reprenons les notations introduites dans la section 8 (T^, B^;, (j)!-..). Pour tout w G W°{s), 
nous choisissons un tore maximal F*-stable de Cq, (s) de type w par rapport à TJ. Notons e : 

W {1,-1} le caractère signature de W. Nous noterons e,, (respectivement e°) sa restriction à W{s) 
(respectivement W°{s)). Alors, si w G W°{s), on a £t^ = e{w)ec° ,(s) et donc, d'après le corollaire 
10.13, 

(15.1) DgB^^Js) = eG£c'^,is)e{w)B^^Js). 

Remarque 15.2 - Il se peut que la restriction du caractère signature à Aq,* (s) soit non triviale, comme 
le montre le cas où G = SL2(F), F : G —> G est un endomorphisme de Probenius déployé et s est 
l'unique élément d'ordre 2 de Tg. □ 

Soient T^; = ?'*^^(T^). Alors W est canoniqucmcnt isomorphe au groupe de Wcyl de G* relativement 
à T* et, puisque Cq,(s) est connexe (voir théorème 3.5), on a W{s) = W°{s) et (s) = {1}. De plus, 
W{s) = W°{s) car W°{s) est le groupe de Weyl du système de racines ^s- Pour tout w G W{s), on pose 
= i*~^(TJ^). D'après la proposition 10.11 (a), on a, pour tout a e Ag*(s), 

(15.3) R^,Js) ^^Jaj = R^, ^ (s) 
car s(ps{a) = asa~^. En particulier, 

(15.4) R^, _^{s) = R^.Js). 

D'après la formule de Mackey (théorème 10.12 (2)), on a, pour tous w, iv' G W°{s), 

riKK\ /dG / X dG r\\ i \Cwis)iw(l)i)\ si w;(/)i et u>Vi sont conjugués sous W(s), 

(15.5) (-Rt* (s),^t%(s))g^ = i „ 

smon. 



15. A. Définition. Un caractère irréductible de G^ est dit régulier (respectivement semi-simple) s'il est 

une composante irréductible d'un caractère de Gelfand-Gracv de G^ (respectivement du dual d'Alvis- 
Curtis d'un caractère de Gelfand-Graev de G^). Nous allons dans cette section paramétrer les caractères 
réguliers (et semi-simples) de G^ appartenant à £{G^ , [s]) ou ^(G^, (s)). Nous allons aussi établir les 
premières propriétés (action de G^, restriction de Harish-Chandra...). 

Posons 
(15.6) 

^^ = ^^ = \WHs) ^ e{w)R^,^{s). 
Remarquons que, d'après 15.1, 

(15.7) Xs = Sg£c^,(s)Dg{Ps)- 

Alors, d'après le corollaire 11.5, on a 

Ps = Res^F p. 



S) 



(15.8) 

D'après la proposition 10.11, on a 
(15.9) 

pour tout z G (Keri*)^*. 

Théorème 15.10 (Deligne-Lusztig) . 

(a) (Xà,rè)^. = 1. 



Xs = Res§F xs- 



Ps^Z = psz, 
Xs®Z = Xsz, 
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(b) Ps et Xs sont des caractères irréductibles de et ils appartiennent à £{G^ , [s]). 

(c) Le caractère de Gelfand-Graev de a la décomposition suivante : 

[s] 

Remarque - Le théorème précédent est démontré dans [DeLul, théorème 10.7] lorsque F est un en- 
domorphisme de Frobenius. Dans le contexte légèrement plus général dans lequel nous nous plaçons, le 
résultat reste valide. En effet, d'après [DeLul, page 161], il faut seulement utiliser le fait que la formule 
de Mackey a lieu lorsque l'un des deux sous-groupes de Levi est un tore (voir théorème 10.12 (a2)). □ 

Corollaire 15.11 (Asai). 

(a) (Xs,r°)G- =1. 

(b) Ps et Xs sont des caractères de G^ sans multiplicité et toute composante irréductible de ps ou Xs 
a,ppartient à £{G^ , [s]). 

(c) Si Xs,i est l'unique composante irréductible commune à T*^ et Xs {voir (a)), alors 

[«] 

DÉMONSTRATION - (a) résulte du théorème 15.10 (a), de 15.8 et de la réciprocité de Frobenius. (b) 
résulte du théorème 15.10 (b), de (a), de 15.8 et de la proposition 11.7 (a), (c) découle de (b) et du 
théorème 15.10 (c). ■ 

On pose Ps,i = eG£c° ,(s)Dg{Xs,i) & ^(G^,[s]). C'est une composante irréductible de Ps- S'il y a 
ambiguïté, on notera p^^ et x^i les caractères irréductibles pg^i et Xs,i de respectivement. 

Corollaire 15.12 (Digne-Lehrer-Michel). Soit L un complément de Levi F-stable d'un sous-groupe 
parabolique F-stable P de G. Notons L* un complément de Levi F*-stable d'un sous-groupe parabolique 
F* -stable de G* dual de L. Alors 

-"lcpPs,! - 2^ Pt,l 

et *RScpX?,i= E ^M- 

[t]L,F* C [s]<3.F« 

DÉMONSTRATION - La deuxième égalité résulte du théorème 14.4, du corollaire 15.11 (c), et du corollaire 
11.11. La première découle de la seconde et de la relation de commutation entre l'induction de Harish- 
Chandra et la dualité d'Alvis-Curtis [DiMi2, théorème 8.11]. ■ 

Si Ç G (Ag-(s)^*)^, on pose 
et Xs,i=T^Xs,i, 

où z G H^{F,Z{G)) est tel que = ^ (d'après le corollaire 11.13, les caractères Xs,i et ps.ç ne 

dépendent que de Ç et non du choix de z). La proposition suivante décrit les caractères réguliers ou 
semi-simples appartenant à £{G^ , [s]). 

Proposition 15.13 (Asai). Le stabilisateur de ps,i (ou Xs,i) dans G^ est égal à G^{s). Par conséquent, 

Ps= E 



et Xs = E ^«>î- 

ieiAc-is)"')^ 
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DÉMONSTRATION - Seule la première assertion nécessite une preuve, la deuxième résultant immédiatement 
de la première et du corollaire 15.11 (b). Mais, par la théorie de Clifford, elle découle de la formule 15.3. ■ 

Corollaire 15.14. 

(a) Siz& H^{F,Z{G)) et si ^ € {Ag- {s)^' , alors 

(b) Xs,£ esi une composante irréductible de si et seulement si ^ = i^siz). 

S'il y a ambiguïté, nous noterons et xpç les caractères irréductibles ps^ç et Xs,(, de respective- 
ment(^e(AG.(s)^*r). 

Corollaire 15.15 (Digne-Lehrer-Michel). Soit L un complément de Levi F-stable d'un sous-groupe 
parabolique F-stable P de G. Soit L* un complément de Levi F* -stable d'un sous-groupe parabolique 
F*-stable de G* dual de L. Soit ^ G (Ag* (s)^*)^. Pour tout t G h*^* tel qu'il existe g G G*-'^* vérifiant 

^8 = t, on pose = R'es'f°*i*.F. ; le caractère linéaire ne dépend pas du choix de g. Alors 



DÉMONSTRATION - Cela résulte du corollaire 15.12, de la commutativité du diagramme 8.6 et de 10.5. ■ 

Proposition 15.16. On a ps = Xs si et seulement si Cq»(s) est un tore maximal de G*. Dans ce cas, 
il existe un caractère linéaire d'ordre 2 de Ag*{s)^ tel que, pour tout ^ G {Acis)^ on ait 

DgPs,^ = SG£c^,{s)Ps,as- 



DÉMONSTRATION - La première assertion est immédiate. Supposons donc que Cq, (s) est un tore maximal 
de G*. Notons le caractère linéaire de Ag* (s)^ tel que 

DgPs,i = £G£c|,.(s)Ps,£s• 
Puisque o Dg = Dg ° pour tout z G H^{F,Z{G)), on en déduit la formule donnée dans la 
proposition 15.16. Pour finir, puisque Dg est une involution, on a = 1. ■ 

Exemple 15.17 - Le caractère linéaire de la proposition 15.16 peut être non trivial. En effet, 
supposons ici que G = SL2(F), que -F est l'endomorphisme de Frobenius déployé standard sur et 
que p (ou q) est impair. Notons .s l'unique élément de Tg d'ordre 2 et notons 9 l'unique caractère 
linéaire de Tq' d'ordre 2. Alors ps — R^^{6) et *-Rto(Ps,i) = ^ d'après le corollaire 15.12. D'autre 
part, Dg = (^To ° *-^To) ~ ^'^zittG"- Donc Dg{Ps,i) = Ps,ç, où ^ est l'unique caractère non trivial de 
Ag.(s)^* c:^ Z/2Z. □ 
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16. Caractères semi-simples ou réguliers cuspidaux 

Nous allons ici étudier les séries de Harish-Chandra associées à un caractère cuspidal semi-simple (ou 
régulier). 

16. A. Caractérisation de la cuspidalité. Soit ^ e {Ag*{s)^ )^. Si ps,^ est cuspidal, alors DgPs,ç = 

VGRs.i et donc Dcps = rjGPs- En particulier, ps = Xs- Donc un caractère irréductible cuspidal est 
semi-simple si et seulement si il est régulier. Dorénavant, nous fixons un couple (Ti,^^i) G V{G,F) tel 

que (Ti, ^i) (T^, s) et nous posons (Ti, ^i) = ^t\zs q{Ti, 9 1). Le lemme suivant précise quand est-ce 
qu'un caractère semi-simple est cuspidal. 

Lemme 16.1. Soit ^ e (^g* (s)^ Le caractère irréductible de est cuspidal si et seulement si 
Cq.(s) est un tore maximal F* -stable de G* qui n'est contenu dans aucun sous-groupe de Levi F* -stable 
G* -déployé. 

DÉMONSTRATION - Remarquons que, d'après le corollaire 12.1, ps^^ est cuspidal si et seulement si le 
caractère irréductible pg de l'est. Il est donc suffisant de montrer le théorème pour G. 

Si ps est cuspidal, alors D^pg = ij^ps donc ps = Xs- Cela montre que Cq»(s) est un tore maximal de 
G* donc que Cq»(s) = TJ. Dans ce cas, 

Ps = e^e,j,.R^,{s) 

donc Cq, ('^) n't'f't contenu dans aucun complément de Levi i^*-stable d'un sous-groupe parabolique 

F*-stable propre de G*. 

Réciproquement, supposons que Cq, (s) soit un tore maximal F*-stable de G* qui n'est contenu dans 
aucun sous-groupe de Levi F*-stable G*-déployé. Alors ps = ^ê^Ti^'f (^i)- ^ complément de 
Levi F-stable d'un sous-groupe parabolique _F-stable propre P de G et soit L* un complément de Levi 
F*-stable d'un sous-groupe parabolique _F*-stable propre de G* dual de L. Alors, d'après la formule de 
Mackey (voir théorème 10.12 (a2)), on a 

*R^^pR^^{9i) = 0, 

ce qui montre la cuspidalité de pg- ■ 

16. B. Groupe d'inertie. Notons L^ (respectivement L*) le sous-groupe de Levi F-stable (respec- 
tivement F*-stable) G-déployé (respectivement G*-déployé) contenant Ti (respectivement T^) et min- 
imal pour ces propriétés (voir remarque 2.4). Alors, Lg et LJ sont duaux. On pose Lg = Lg n G et 
L* = i*(L*). Soit Pg im sous-groupe parabolique i^-stable de G dont Lg soit un complément de Levi. 
On pose Pg = Pg n G. En appliquant le corollaire 2.3 au groupe Cq, (s), on obtient que C^, (S) = T^. 

Donc, d'après le lemme 16.1, ' est un caractère irréductible cuspidal de Lf . Donc, d'après le corollaire 
12.1, les caractères irréductibles p^^^ de Lf sont cuspidaux pour tout Ç G {Ai,*{s)^ )^. Le groupe W^^ 
stabilise Ker{F* —q^/^ , Y {Tl)iS)Q{q^^^)) donc il normalise L*. On a en fait le résultat plus précis suivant : 

Proposition 16.2. Le groupe (Lg , pî" ) est canoniquement isomorphe à W{s)^ . 

DÉMONSTRATION - On a 

Le groupe W{s)^ est isomorphe à M^gf(Ti,6'i) et le groupe W{s)^ est isomorphe à Wgf(Ti,^i). De 
plus, puisque Cf^,{s) = f on a Wlf(Ti,^i) = {1}. 

Le groupe VFqf (Ti , 9i ) normalise Lg . Soit w G (Ti , ) • Notons t^, le caractère linéaire ^9\ 6-^ 
de tf/Tf ~L^/L^. Alors 
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Donc, si on note w l'image de w dans Wgf(L), alors l'application 

w I > {w,Tw) 

est un morphismc de groupes bien défini. 

Montrons d'abord que a est injectivc. Soit w G Wgf{Ti,Oi) tel que a{w) = 1. Alors Tw = 1 donc 
w G Wgp{Ti,0i). Mais w = 1 donc w; G Wi^F-ifiJi) c'cst-à-dirc w = 1. 

Il reste à montrer que a est surjective. Soit {w,t) G VKqj;.(Ls,pÎ'''). Notons w un représentant de w 
dans NqfÇLs). On a 

donc il résulte de la formule de Mackey (théorème 10.12 (2)) qu'il existe l G L-'^ tel que (""Ti, ""6*1) = 
('Ti, '(6'i(8)r)). Soit w+ = Alors G iVQF(Ti, ^1) et, si on note î«+ son image dans M^gf(Ti, ^1), 

alors a{w+) = {w,t). ■ 

Soit VFl, (s) le groupe de Weyl de Cl; (s) relativement à T|. On a W-l^{s) = Al; (s) car C£. (s) = 
i*{Ci,{s)) = T*. Donc Al; (s) est un sous-groupe F*-stable de W{s). 

Proposition 16.3. 

(a) Al;(s)'^ est contenu dans Aq,*{s)^ . 

(b) Al;(s)^ esi central dans W{s)^ . 

(c) G^{s) = Grtf{G,pll). 

(d) p?Gf(G^,L„p^). 

DÉMONSTRATION - (a) découle de la proposition 8.7 (b). (b) résulte du fait que Aq. (s) est abélien, de 
(a) et de la proposition 8.7 (c). (c) résulte de la proposition 16.2. (d) découle de l'égalité 

qui a été montrée dans le corollaire 15.12. ■ 

Remarque 16.4 - Le sous-groupe Al;(s)^ de W{s)^ ~ Wqf(L,p|') est isomorphe au sous-groupe 
central (L^/L^(ps))^ défini dans le §12.D. □ 

16. C. La série £{G^, Lg, p^"). D'après le théorème 13.12 (a) et d'après la proposition 16.2 on obtient 
des bijections 

ne M IrvWisy £{G^Xs,ph 

et 

(16.6) - . 

D'après [Lu5, chapitre 8], la bijection 16.5 est bien définie une fois fixée la convention suivante : 

(16.7) Ri[S]=pf 

et, par la remarque 13.14 (b), la bijection 16.6 est bien définie une fois fixée la convention suivante : 

(16.8) iîiW=p°i. 

S'il y a ambiguïté, nous noterons -R^[s] le caractère irréductible Rr,[s] de G'^ {rj G IrrM^(s)-^ ) et par 
R^[s] le caractère irréductible Rx[s] de (x G Irr W(s)^ ). 

Remarque 16.9 - D'après le théorème 11.10, on a 

£{G^,L,,pj')c£{G^,[s\) 

et f(G^,L„p^')cf(G^,W). □ 
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Grâce aux théorèmes 13.12 et 13.16, on obtient : 
Théorème 16.10. 

(a) Sir] etx sont des caractères irréductibles de W{s)^ et W°{s)^ = W{s)^ respectivement, alors 

(iî^[.s],Rcsgi. Rx[S])gf = (ResJ^l^jp. r],x)w(s)''' ■ 

(b) Sir]€ lrvW{sy et ^ e (Ag*(s)^')^, alors 

^Œr,[s] = Rr,0S,ds]- 

(c) Soit L un complément de Levi F -stable d'un sous-groupe parabolique F -stable P de G contenant 
Lg. Fixons un sous-groupe de Levi F* -stable L* d'un sous-groupe parabolique F* -stable de G* 
contenant L* et tel que la Li^-classe de conjugaison de Lg soit associée à la, L*^ -classe de 
conjugaison de LJ. Notons Wi,{s) le groupe de Weyl de Cl* (s) relativement à T^J. Alors 

{RS^pR^[s],Rf[s])G. = (Ind;^;^^,"^. V,Owis)-' 
pour tous caractères irréductibles r] et Ç, de Wl(s)^' et W{s)^ respectivement. 



Remarquons que l'assertion (c) du théorème précédent 16.10 utiHse le corollaire 15.12. 

17. Caractères semi-simples et fonctions absolument cuspidales 
17. A. Un exemple de fonction absolument cuspidale. Si a € Aq,* (s)^ , on pose 

Il est facile de retrouver les caractères irréductibles ps^^ comme combinaisons linéaires des Ps^a- En effet, 
si^e(AG.(sr*r, ona 

(17.1) Ps,, = l2T{sr\ ^ 

Par ailleurs, il résulte du corollaire 15.14 que 

(17.2) G Ccnt(G^,[.s],a). 

Si a et 6 sont deux éléments de Ag»{s)^ , un calcul élémentaire montre que 

'\Ag,{sY'\ si a = 6, 



(17.3) {Ps,a,Ps,b)G'' 

D'après l'exemple 10.6, on a : 



sinon. 



Proposition 17.4. Si a G Ag* (s)^ est tel que uis{a) G Z^g(G), alors ps,a est une fonction absolument 
cuspidale. 

17.B. Restriction de Lusztig. Nous travaillerons sous l'hypothèse suivante : 

Hypothèse : Nous supposerons jusqu'à la fin de ce chapitre que p est bon pour G. 

Soit L un sous-groupc de Levi F-stable de G et soit L* un sous-groupe de Levi F*-stablc de G* dual 
de L. L'hypothèse entraîne que l'application res^ entre ensemble de classes unipotentes régulières est 
bien définie (voir §14. E). En particulier, le caractère de Gelfand-Graev F'^ est lui aussi bien défini. Nous 
allons ici donner une formule pour la restriction de Lusztig des caractères pp^. 

Proposition 17.5. Supposons que la formule de Mackey et la conjecture (©) ont lieu dans G. Soit Ç G 



{Ag- (s)^* )^ . Pour tout t G L*^' tel qu 'il existe g G G*-^' vérifiant «s = t, on pose = Res^^'^j-^^^, ; 
le caractère linéaire ne dépend pas du choix de g. Alors 



F* 
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et *i?^X?ç=£GeL ^ Xu,- 

Remarque 17.6 - La proposition 17.5 généralise le corollaire 15.15 tout comme le théorème 14.11 

généralisait le thcorcmc 14.4. □ 

Corollaire 17.7. Supposons que la formule de Mackey et la conjecture (©) ont lieu dans G. Soit 
a G Ag*{s)^ . Pour tout t G h*^ tel qu'il existe g G G*''^ vérifiant = t, on note at l'élément gag~^ 
de AQ,*{t)^ ; l'élément at ne dépend pas du choix de g. Alors 

-G ^ V l^G'jsV'l L 

LPs,a lA (f-\F*\ "t,at- 

17. C. Combinaisons linéaires d'induits de caractères semi-simples. Soit w G W{s). On fixe 

un élément g^ G G* tel que gZ^F{g^) normalise T* et représente w. On pose alors T*, = 9™T* et 
Sw = g-wsg^^- D'après le théorème de Lang, on peut choisir g^) de sorte que = Sa, où a désigne la 
classe de w dans {F* , Ag» (s)) . C'est ce que nous ferons dans la suite. Il est à noter que le couple 
(T*,, ,s,i,) est bien défini à G*^ -conjugaison près par w (et même par la classe de w dans H^{F*, W{s)) : 
en effet, le stabilisateur du couple (TJ,s) dans G* est égal à l'image inverse de W{s) dans iVG*(T5;)). 

Fixons maintenant a G Ag* (s)^ . Alors le sous-groupe de Levi F*-stable LJ a été défini dans §8.D. 
Si w G W{s)°-, on pose L* = 9™L* ^. Alors le couple (L* ^ ^, s^) est bien défini à G*^ -conjugaison 
près par w (et même par la classe de w dans H^{F*, W{s)°') : en efïet, le stabilisateur du couple (L* ^, s) 
dans G* est égal à l'image inverse de W(s)° dans ^^^"(T*) d'après le corollaire 8.11 (e)). De plus, 
puisque a G Alj^(s)^ par construction, on en déduit que a G Alj^^(s)^ pour tout w G W{s)'^ (à 
travers le morphisme injectif naturel Ai,* ^ ^(s) ^ ^g* (s))- Notons que 

(17.8) Cl,^^Js^)=Tl 

(voir corollaire 8.11 (a)). Notons 'Ls,a,w un sous-groupe de Levi F-stable de G dual de L*^^. Alors le 

couple (LsM.w, fh^^a"") est bien défini à G^-conjugaison près par w (et même par la classe de w dans 

H^{F* ,W{s)'^). Donc la fonction iÎL^ ^ ^Ps^'^a"' est bien définie : nous la noterons T^s, a, ^. Elle appartient 

à Q^£(G^,(s)). Si a désigne la classe de w dans H^{F*,Ag'{s)), alors, d'après le théorème 11.10 et 
17.2, on a 

(17.9) ns,a,u, e Cent(G^, [s^], a). 
Si / G Cent(W^(s)'»^i), on pose : 

D'après 17.9, cela nous définit une application linéaire TZ{s,a) : Cent{W{s)°'(j)i) Cent(G^, (s), a). 
S'il est nécessaire de préciser le groupe ambiant, nous noterons 'R-^^a,w fonction TZs^a,w et '}Z{s,a)^ la 
fonction TZ{s,a)f. 

Remarque 17.10 - Si t £ {F* , Ag' (s)) , nous identifierons r à une fonction centrale sur W{s)°-4'i 
de la façon suivante : si w G W{s)'^, l'image de wcpi par cette fonction centrale est égale à t(w), oii w est 
l'image de w à travers la suite de morphismes W{s)'^ Ag* (s) H^{F*, Ag» (s)). Avec cette notation, 
on a, pour tout z G Z(G)^ et pour tout / G Cent(W^(s)"ç!>i), 

tf'R.{s,a)f = s{z)n{s,a)fQi(^^y 

Ici, z désigne l'image de z dans Z{G)^ . Pour montrer cela, il suffit de remarquer que, d'après le lemme 
9.14 et d'après la remarque 11.1 (d), on a 

tf'Ra,a,w = s{z)ùl{z){w)TZe,a,w 

pour tout w G W{s)'^. □ 
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Proposition 17.11. Supposons que la formule de Mackey a lieu dans G. Soit a S Ag*{s)^ et soient 
w et w' deux éléments de W{s)°'. Alors 



|C'm'(s)»(^<^i)I s* ^Ç^i w'(j)i sont conjugués sous W{sY , 
sinon. 



DÉMONSTRATION - D'après la formule de Mackey, et compte tenu de la proposition 17.4, on a 

011 Mw,w' = {n G \ Ls,a,u! = "Ls.a.iij'}- D'autrc part, on a une bijection naturelle entre [A/j^^z/L^^ 
et Ww%' IK'^â,w'] (où bien sûr A^,»' = {n e G* | L* „ ,„ = "LJ_„ et, à travers cette bijection, on a 

En particulier, si les couples (L* jj ,y,s^) et ^ ^, ^ns^m^^) ne sont pas conjugués sous G*-'^ (c'est- 
à-dire si w(l)\ et w'<f)i ne sont pas conjugués sous W{s)°'), alors (J^s,a,w,T^s,a,w')G'' = 0- Nous pouvons 
donc supposer maintenant que w = w' . On a, dans ce cas, 

"6[jVg*-f* (L;.„,™)/L;.r™] 

Soit maintenant n G A^q.f» (Lg^a.w)- Posons /î^i = (ps^'.â'"' , Pns"^n-^ a)'^f a nsu^n"^ ne sont pas 

L*^ ,„-conjugués, alors /?„ = 0. Si et nsyjn~^ sont L*_^ ,„-conjugués, alors il existe un représentant de 
la classe de n dans TVq.f* (L* „ ^)/L*^ qui centralise s,„ et alors /?„ = ^ I- P^'i' suite, 

{Tls,a,^,ns,a,w')G- = \Al^U,Js^^f'\ X I (^G--* (L^a,» ) H Cq* (s^ ) /Cl;_„, Js^„)^' | 

= I (iVc- n Cg' {s^r)/ci,,^,^ {s^r I- 

Or, Cl, ^ ^ (s^a) = et, d'après le corollaire 8.11 (e), on a (jVg- (Lia) ^ Cg* (s)) /T^ ~ Wis)". D'où 
le résultat. ■ 

Corollaire 17.12. Supposons que la formule de Mackey a lieu dans G. Alors l'application TZ{s,a) : 

Cont(VK(s)''ç!)i) Cent(G^, (s), a) est une isométrie. 

17. D. Induction de Lusztig. Soit L un sous-groupe de Levi F-stablc de G et soit L* un sous-groupe 
de Levi F *-stable de G* dual de L. On suppose que L* contient un élément s' G L*-'^ géométriquement 
conjugué à s. Le but de cette section est de décrire l'action de l'induction de Lusztig sur l'image de 
TZ{s',a)^, pour a G A-[_,*{s')^ . Le résultat décrit cette action en termes d'une induction tordue entre les 
groupes Wl(s') et W{s). Avant d'exprimer ce résultat, nous avons besoin de comparer ces deux groupes. 
On se fixe un sous-groupe parabolique P* de G* dont L* est un sous-groupe de Levi et on note V* le 
radical unipotent de P*. 

Fixons tout d'abord un élément g & G* tel que gsg~^ = s'. Soit B£ un sous-groupe de Borel F*-stable 
de C£, (s') et soit un tore maximal F*-stable de Bl. Alors ^ (BlCv*(s')) est un sous-groupe de 
Borel de Cq, (s) et ^ Tl est un tore maximal de ^ (BlCv* (s'))- Donc il existe h G Cq. (s) tel que 

(TLBÎ^Cv.(s')) = '^TÎ,BÎ). 

Notons que {gh)s{gh)~^ = s' . Par suite, {gh)~^ F* (gh) normalise T* et centralise ,s : on note u7l sa classe 
dans W{s). Puisque le couple (Tl,B£) est bien défini à conjugaison près par un élément de C£, (s')^ , 
l'élément wl est bien défini par la couple (L*,s'). En particulier, si on identifie Ai,*{s') avec le sous- 
groupe correspondant de Ag.(s) (via la conjugaison par gh), alors wl commute avec Al* (s')- D'autre 
part, via la conjugaison par gh, nous verrons Wl(s') et W^{s') comme des sous-groupes M;Li^*-stables 
de W{s) et W°{s) respectivement. 
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Proposition 17.13. Soit a £ Al* (s') et identifions a avec un élément de Aq,»{s) comme ci-dessus. 
Alors le diagramme 

Cent(WL(s')°WL<^i) > Cent(L^, {s'), a) 



Cent(W^(s)«</.i) > Cent(G^, (s), a) 



est commutatif. 



DÉMONSTRATION - Si w £ Wl(s')" (vu comme un sous-groupc de W{s)°'), nous fixons un élément 
Iw £ L*^ tel que 1~^F*{Itp) appartienne au normalisateur de Tl et représente {gh)w{gh)~^ . On a Tl = 
{gh)Tl{gh)~^ et remarquons que {lyjgh)~^ F* {lyjgh) normalise TJ et représente wwi,. La proposition 
découle alors facilement de cette observation, de la transitivité de l'induction et de [Bon2, lemme 3.1.1]. ■ 

17. E. Transformés de Fourier de caractères semi-simples. Si A est un groupe abélien fini et si (p 
est un automorphisme de A, on note M{A, ip) le groupe (A*')^ x H^{ip, A). Son dual M{A, (p)^ est égal 
kA'fi X H\ip,A)^. Si {a,T) gM{Ag'{s),F*)^, on pose 

Ps,a,r = P?,a,T = U TTFm 5Z Vsa,£- 

Ici, nous avons identifié le groupe Aq* (sa) avec le groupe Aq» (s) (via la conjugaison par l'élément ga 
tel que gasgâ^ = Sa) : cette identification ne change pas l'action du morphisme de Frobenius car Aq* (s) 
est abélien. Si {^,a) e M{Ag-'{s), F*), alors 

(17.14) = T{a)-^^{a)ps,a,r- 



iAG.(sri 



{a,r)eM{Ac.,{s),F*y 



\Aa>{sr\ 

(c) {ps,a,T-,Ps,a',T')GP 



Proposition 17.15. Soient {a,T) et {a' ,t') deux éléments de Ai{AQ,*{s),F*)'^ . Alors : 

(a) ps,a,T e Cent(G^, (s), a). 

(b) Ps,a,r = 71 TTTpTT X] '^(")Psa,a- 

aeH^F',Aa.'{s)) 

1 si (a, r) = (a', r'), 
sinon. 

(d) 51 Z G Z(G)^, o/ors tfps,a,T = s{^)ps,a,rùl{z)- 

(e) formule de Mackey et la conjecture (35) ont lieu dans G, alors 

Ps,a,r = Tlis, a)r. 

Ici, T est vu comme la fonction centrale sur W{s)°'4'i qui envoie w(j)i sur t{w), où w désigne 
l'image de w dans {F* , Ag* (s)) . 

DÉMONSTRATION - (a), (b) et (c) sont évidents, (d) se montre de la même manière que la première 
égalité de la remarque 17.10. Montrons (e). Tout d'abord, d'après (a) et le corollaire 17.12, on a 
{ps,a,T, Ps,a,T)GP = {T^{s, (i)t ,T^{s, a)r)G'' = 1- H nous reste à montrer que 

(*) {ps,a,r,T^{s,a)r)G'' = 1- 

Soit w G VF(s)" et notons a la classe de w dans {F* , Ag* {s)) . Pour montrer (*), il suffit de montrer 
que 

(**) {Ps,a,r,T{a)R^^^^jll';^-)GF = 1. 

Mais, d'après (b), d'après 17.9 et d'après le théorème 11.10, on a, par adjonction. 



{Ps,a,T,T{a)Rj^^^^^^p^2a'")G'' = 



AG'isy 



- (r(a) *iÎL„<.,„Ps»,a, -r(a)p,^';a"' • 
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Par suite, d'après 17.3 et le corollaire 17.7, on a 
ce qui montre (**). ■ 

Exemple 17.16 - Supposons dans cet exemple, et uniquement dans cet exemple, que a = 1. Nous 
poserons alors 7^(s) = 7?.(s,l). D'autre part, L* T^. Si -q est \in caractère irréductible i^*-stable 

de W(s) et si fj est une extension de à W{s)yi < >, alors Tl{s)fi est un caractère fantôme de G^. 
Tous les caractères fantômes de ne sont pas obtenus ainsi. □ 

17. F. Séries rationnelles. Nous allons maintenant construire une isométrie TVyS, a] de l'espace des 
fonctions centrales sur W°{s)°'(l)\ invariantes par l'action de Aq,*{s)^ vers Cent(G^, [s], a). Si / e 
Cent{W°{sY(j)i), on pose 

n[s, a]f = n[s, a]f = M^.(g)f-\|vt/°(g)a| E /(«^«^O^^,»,- 

D'après 17.9, on a TZs,a,w & Cent(G^, [s], a) pour tout w € W°{s)'^. On a donc défini une application 
n[s,a] : Cent(M^°(s)"</)i') Cent(G^, [s], a) dont il est facile de vérifier que, si / S Cent(W^°(s)"(/)i) et 
b G Aq,,{s)^ , alors 

(17.17) T^[s,a]f = n[s,a]bf. 



En particulier, l'image de TZ[s, a] est égale à l'image de sa restriction à {Cent{W°{s)''(f)i))^°''^'^ . Si / 
et g sont deux éléments de (Cent(T4^°(s)"^i))'^°*^*^ , on pose 



Alors {,)s,a est un produit scalaire sur [Cent{W°{s)'^(f>i)) °* * 

Proposition 17.18. Soit a G Ag'{s)^' ■ Alors l'application 7^[s,a] : (Cent(W'°(s)''(/>i))^°* ^^^'^ 
Cent(G^, [s], a) est une isométrie (pour les produits scalaires (, )s,a (, )gf ). 

DÉMONSTRATION - Si / G Cent(VK(s)''0i), on note Res° „ / sa restriction à W°{s)'^(j)i. Il est alors 
immédiat que Res° ^ / est stable sous l'action de Ag* (s)^* • Cela nous définit donc une application Res° ^ : 

Cent{W{s)"<j>i) (Cent(W^°(s)°(Ai))^°*^'-''' . Réciproquement, si / G (Cent(T4^°(s)''çii))^°*^'''' , on 
pose, pour w G W°{s)'^(j)i et 6 G Ag'{s), 

f{cwc~^(j)\) si 6 = c~^F*(c) pour un c G Ag*{s), 
si 6 ^ c"^F*(c) pour tout c G Ag* (s). ' 



(Ext° /)M0i) = 



Il est à noter que la première formule ne dépend pas du choix de c car / est invariante sous l'action de 
Ag'Is)^ ■ Il est alors clair que Ext°£j/ G Cent(H^(s)"0i). On a donc défini une application Ext°„ : 

(Cent(W^°(s)'^0i))^''*^'^'' ^ Cent(W^(s)>i). Déplus, 

(17.19) ReS° O Ext° = Id,^ ..wo/ ^ ^ • 

D'autre part, Ext° „ est une isométrie (pour les produits scalaires (, )s,a et (, )w{s)^4>i) et le diagramme 
(Cent(W°(s)«</)i))^°*(^^"* Cent(G^^, [s], a) 

(17.20) Ext° , 



Cent(VK(s)Vi) — > Cent(G^, (s), a) 
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est commutatif. Les applications TZ{s,a), Ext° ^ et l'injection Cent(G^, [s], a) ^ Cent(G^, (s), a) étant 
des isométries, on en déduit que 7?.[s, a] est une isométrie. ■ 

Remarque 17.21 - Il était possible de démontrer directement en utilisant la proposition 17.11 que 
TZ[s, a] est une isomctric. Nous avons cependant voulu introduire les applications Res° ^ et Ext° ^ car 
elles nous seront utiles par la suite. □ 

Proposition 17.22. Si la formule de Mackey et la conjecture (6) ont lieu dans G, alors 
Ici, 1 est vu comme la fonction constante et égale à 1. 

DÉMONSTRATION - Notons 7r[s] : Cent(G^) — > Cent(G^, [s]) la projection orthogonale. Alors le dia- 
gramme 

TC(s,a) 



Cent(VF(s)''çii) ■ 



-^Cent(G^,(s),a) 



(17.23) 



Res° 



F* 7^[s,a] 



Cent(G^,[s],a) 



(Ccnt(14^°(s)"0i))^°*^'' 

est commutatif. D'ovi TZ[s,a\i = TT[gjTZ{s, a)i. Le résultat découle alors de la proposition 17.15 (c). ■ 

Nous concluons ce chapitre par un résultat décrivant l'induction de Lusztig à travers les applications 
TZ[s,a]. Soit donc L un sous-groupe de Levi F-stable de G et soit L* un sous-groupe de Levi F*-stable 
de G* dual de L. On suppose que s G L*-'^ . Reprenons les notations de §17. D (en remplaçant s' par s), 
de sorte que Wl(s) est vu comme un sous-groupe îi;L-F*-stable de W{s). Remarquons aussi que, puisque 
s' = s, on a wl G W°{s). 



Proposition 17.24. Supposons que a G Al* (s)^ . Alors le diagramme suivant est commutatif : 

Gent{Wl{sYwi^(j)i) ^^^'^'^^ , Cent(L^, [s]) 



Ind 



Cent{W°{sY(l)x)' 



Cent(G^, [s]). 



DÉMONSTRATION - Le même argument que dans la preuve de la proposition 17.13 allié encore à [Bon2, 
lemme 3.1.1] prouve immédiatement cette proposition. ■ 
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Chapitre VI. Faisceaux-caractères 



L'objet de ce chapitre est l'étude de l'influence de la non conncxitc du centre de G sur la théorie 
des faisceaux-caractères. Le centre de G agit sur les faisceaux-caractères de deux façons. La première 
est la trace de l'action par conjugaison : cette action induit une action sur chaque faisceau-caractère 
par multiplication par un caractère linéaire de Z(G). Le calcul de ce caractère linéaire est classique 
mais nous le rappelons ici (voir proposition 18.4). La deuxième action est l'action par translation : le 
translaté d'un faisceau-caractère par un élément de Z(G) est encore un faisceau-caractère. Cela induit 
une action de Z{G) par permutations de l'ensemble des (classes d'isomorphie de) faisceaux-caractères. 
Nous étudions cette action à travers le processus d'induction parabolique (voir théorème 19.4). Nous 
en profitons pour tirer quelques conséquences de ce théorème sur le paramétrage ou sur les fonctions 
caractéristiques des faisceaux-caractères. A partir de la section 21, nous nous consacrons aux faisceaux- 
caractères apparaissant dans l'induit d'un faisceau-caractère cuspidal dont le support rencontre la classe 
unipotente régulière. Nous y établissons un paramétrage de tels faisceaux-caractères séries par séries 
et obtenons une formule pour leurs fonctions caractéristiques comme combinaisons linéaires d'induits 
de Lusztig de caractères semi-simples (voir théorème 22.5). Comme conséquence, nous obtenons que la 
fonction caractéristique d'un faisceau-caractère, non nécessairement cuspidal, dont le support rencontre 
la classe unipotente régulière est une transformée de Fourier de caractères semi-simples (voir corollaire 
22.7). 

18. Action de Z{G) sur les faisceaux-caractères 

Nous rappelons dans cette section comment sont construits les faisceaux-caractères avant d'étudier 
l'action de 2 (G). 

18. A. Systèmes locaux kummériens. Fixons un sous-groupe de Borel B de G ainsi qu'un tore 
maximal T de B. Soit U le radical unipotent de B. Nous fixons aussi un tore maximal T* de G* dual 
de T. Nous identifierons le groupe de Weyl W de G relativement à T avec celui de G* relativement à 
T*. Nous ferons aussi l'identification X(T) = Y(T*). 

Notons >S(T) l'ensemble des classes d'isomorphie de systèmes locaux kummériens sur T. Le produit 
tensoriel munit «S(T) d'une structure de groupe abélien. D'autre part, le groupe W agit naturellement 
sur 5(T). Le choix des applications î, j et k construites dans §1.B permet de construire un isomorphisme 
M^-équivariant de groupes abéliens T* ~ >5(T), s Cs- Nous allons rappeler sa définition : si s G T*, il 
existe x G -^(T) = Y{T*) et n G N*, premier à p, tels que ît* (x/n) = s. On note e„ : ^ , 2; 2;". 
C'est un revêtement étale galoisien de groupe /i„(F). Nous noterons A'„ le système local sur F^ associé 
à ce revêtement et au caractère linéaire /t : /Lt„ (F) ^ ^ . On a alors : 

(18.1) Cs = X*Xr,. 

Ici, a; : T ^ F^ est seulement vu comme un morphisme de variétés. 

18. B. Faisceaux-caractères. Fixons maintenant un élément w de et un représentant w de w dans 
Ng{T). Nous noterons tt^ : BwB — > T l'unique application telle que, si v et v' appartiennent à U et 
f G T, alors nyj{vwtv') = t. C'est un morphisme de variétés. Soient 

= {{g,hV) G G X G/U I h-^gh G B«;B} 

et = {{g, hB) G G x G/B | h~^gh G B«;B}. 

Notons (3ui ■ — > Y^ l'application canonique. Posons 

o^w ' Y^ > T 

{g,hU) I — > ■Kyj{h-^gh) 



et 



ig,hB) ^ g. 

Alors «ù)) Pw et 7^ sont des morphismes de variétés bien définis. Nous avons donc construit un diagramme 
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Le groupe T agit sur de la façon suivante : si t G T et si (5, /lU) G Y^, on pose 

t*{g,hV) = {g,ht-^V). 

Alors pw est une fibration principale de groupe T. D'autre part, le groupe T agit sur T de la façon 
suivante : si f et t' appartiennent à T, on pose 

Alors il est facile de vérifier que est T-équi variante. De plus, le groupe G agit diagonalcmcnt sur Y^, 
et Y^ par conjugaison sur la première coordonnée et par translation à gauche sur la deuxième, et il agit 
sur G par conjugaison. Les morphismes /3yj et 7^ sont alors G- équi variants. 

Soit s G T* et supposons que w vérifie w{s) = s. Alors, d'après [Lu6, 2.2.2], Cg est T-cquivariant 
pour l'action En particulier, a^Cs est un système local T-équivariant sur Yw Par suite, il existe 
un unique (à isomorphisme près) système local Cyj^s sur Y^ tel que f3^Cu],s — ot^^s- De plus, puisque 
a*ijCs est G-équivariant, il en est de même de jCw,s- Posons : 

On rappelle qu'im faisceau pervers irréductible A sur G est appelé un faisceau- caractère s'il existe un 
triplet (s, w,i) où s € T* et w G W vérifient w{s) = s et i est un entier relatif tels que A soit une 
composante du faisceau pervers PW{Kyj^s). Nous noterons FCar(G) l'ensemble des classes d'isomorphie 
de faisceaux-caractères sur G. Il est à noter que tout faisceau-caractère est G-équivariant pour l'action 

par conjugaison. 

Nous allons conclure cette sous-section par une construction explicite du système local Cw,s- Pour cela, 
écrivons s = ÎT*{x/n) comme précédemment. Dire que w{s) = s équivaut à dire que A = w{x/n) —x/n G 
X(T). En d'autres termes, w{x) — x = n\, avec A G X{T). Soit Fa le B-modulc irréductible F sur lequel 
B agit via l'unique caractère A : B ^ qui étend A. Soit B\ le fibré en droite associé à A (il est obtenu 
en quotientant par B la variété G x F^, B agissant diagonalement sur G x F^ par translations à droite 
sur la première coordonnée et par le caractère A sur la deuxième). Si (g, z) G G x F, nous noterons g *xz 
sa classe dans B\. Nous noterons le complémentaire de la section nulle dans B\. Posons alors 

Y^,x,n = {{g, hU, z) G G X G/U X F^ | h'^gh G BwB et z" = x{TT^(h~^ gh))} 



et Y^,x,n = {ig,h*xz)^GxB^ | h~^gh G B«;B et 



x{Tr^{h ^gh))}. 



Il est facile de voir que les variétés Y 
{g, /lU, z) {g, hlJ) et 

((/, hXJ , z) I > Z et j3w,x,n ■ Y ^ x^f 



w,x,n et Yw,x,n sont bien définies. Notons fw,x,n ■ Yw^x,n - 
Yw, {g, h*\z) ^ (g, hB). Posons aussi àw,x,n ■ Y^,x,n 
{g, h*\z). Alors le diagramme 



'^w,x,n^ {,9"! hXJ , z 
n ^ Pw 



fw,x,n 



X O aù, 



Pu 



fw,x,n 



^G 



est commutatif. De plus, les carrés sont cartésiens et les morphismes fw,x,n et fw,x,n sont des revêtements 
galoisiens de groupe At„(F). Le lemme suivant est alors immédiat : 

Lemme 18.2. jCw,s est le système local surY^ associé au revêtement étale fw,x,n et au caractère linéaire 
/î:/x„(F)^Q/. 

Remarque 18.3 - Le groupe T agit sur Yw,x,n comme suit : si t G T et si {g,hU,z) G Yw,x,n, alors 
on pose 

\g,h\J,z) = {g,ht-^V,X{t)z). 

Il est alors facile de voir que fw,x,n est T-équivariant et que Yyj^x,n est le quotient de Yyj^x,n par cette 
action de T. □ 
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18. C. Action de 2{G). Si A est un faisceau pervers irréductible G-équivariant sur G, l'action par 
conjugaison de G sur lui-même induit une action de Z(G) sur A. Cette action se factorise par le 

groupe connexe Z(G)° et, puisque A est irréductible, cette action est donnée par un caractère linéaire 

(a '■ -2(G) ^ Q^^. La proposition suivante donne un moyen de calculer ce caractère linéaire lorsque A 
est un faisceau-caractère : 

Proposition 18.4. Soit A un faisceau- caractère sur G. Soient s G T*, w GW eti Gl^ tels que w{s) = s 
et A soit une composante irréductible de pH^{Kw,s)- Notons w l'image de w dans Ag»{s). Alors 

DÉMONSTRATION - Pour cela, il sufBt de calculer l'action de Z{G) sur En effet, l'action de G sur 

induit une action trivale de Z(G), donc Z{G) agit sur le système local £^,s par multiplication par 
un caractère linéaire, qui ne peut être que (a- 

On utilise pour cela la description de Cw,s donnée par le lemme 18.2 dont on reprend les notations {x, 
n, A...). Le groupe G agit sur Y^^^.n comme suit : si 7 G G et si {g, h*\z) G Y^^x,n, on pose 

^(5, h*xz) = (757~\ 7^ *A z). 

Alors fw,x,n est G-équivariant et il suffit de regarder comment agit 7 € Z(G). On a, si 7 e Z(G), 

^(5, h*xz) = {g, h *x X{'y)z). 

Or, on a A(7)" = x{w~^ {'-f))x{j)^^ = 1 car 7 est central, donc A(7) G At„(F). Par suite, 7 agit sur £^_s 
par multiplication par k(A(7)). Mais, par définition de Ws, on a k;(A(7)) = u)s{w){'y), où 7 désigne la 
classe de 7 dans Z{G) (voir 4.9). ■ 

18. D. Séries géométriques. Soit s un élément semi-simple de G*. Nous noterons FCar(G, (s)) 
l'ensemble des (classes d'isomorphic de) faisceaux-caractères A sur G tels qu'il existe i G Z, t G {s) HT* 
et w gW tels que w{t) — t et A soit une composante de '^W^K^^t). 
Il résulte de [Lu6, proposition 11.2 (c)] que 

(18.5) FCar(G) = ]J FCar(G, (s)). 

(s) 

Bien sûr, les ensembles FCar(G) et FCar(G, (s)) ne dépendent pas des choix de T, B et T*. Nous 
utiliserons à loisir cette souplesse en fonction des questions que nous aborderons. 

Si a e ^G* {s), notons FCar(G, (s), a) l'ensemble des (classes d'isomorphic de) faisceaux-caractères A 
sur G tels qu'il existe i G Ij, t G {s) et w G W tels que w{t) = t, w a et A soit une composante 
de PH^{Kyj^-t). Ici, la notation îZ) ~ a signifie que la classe w de w dans Aci*{t) ~ ^g*('S) est égale à a, 
l'isomorphisme entre ^g* (s) et ^g* {t) étant induit par un élément conjuguant s en t. La proposition 
18.4 montre que 

(18.6) FCar(G,(s))= ]J FCar(G, (s), a) 
et que 

(18.7) FCar(G, (s), a) = {A G FCar(G, (s)) | Ca = Ws(a)}- 

19. Action de Z{G) sur FCar(G) 

Si s G T* et w GW sont tels que w{s) = s et si z G Z(G), alors {t^)*Kyj^s ~ Kyj^g. Cela montre en 
particulier que, si ^ € FCar(G, (s)), alors 

(19.1) (t?)M G FCar(G, (s)). 

De plus, si ^ e Z(G)°, alors {t^)*A ~ A. Cela nous définit donc une action de Z{G) sur l'ensemble 
FCar(G) ainsi que sur toutes les séries géométriques FCar(G, (s)). 
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Le but de cette section est de décrire cette action via le processus d'induction des faisceaux-caractères. 
Nous nous restreindrons aux faisceaux-caractères apparaissant dans l'induit de faisceaux-caractères cus- 
pidaux dont le support contient des éléments unipotents. Nous aurons pour cela besoin d'introduire des 

notions développées dans [Bon7, partie I]. 

19. A. Notations. Soit L un sous-groupe de Levi de G, soit C une classe unipotente et supposons que C 
supporte un système local cuspidal £. Soit C un système local kummérien sur Z(L)°. Posons T = CM£. 
C'est un système local cuspidal sur S = Z(L)°C. Rappelons que l'existence d'un système local cuspidal 
supporté par C implique que Nq,{L) stabilise C et f et donc stabilise "S et T (voir [Lu4, théorème 9.2 
(b)]). 

Soient Z(L)°-g = {z G Z(L)° | C^{z) = L} et S,.6g = Z(L)°-gC. On note C,é^ la restriction de C 
à Z(L)^g et jF^ég la restriction de à Srég- On a ^Tj-^g = Ct:^^ K £. Posons WcÇh.C) — A^g(L, 'C)/L. 
Fixons maintenant w G C et notons C, le caractère irréductible du groupe Ai, (u) associé à sa représentation 
sur £y par monodromie. Fixons aussi x G X(Z(L)°) et n G N*, premier à p, tels que 

Si w G Wg(L), alors w G Wg^L^C) si et seulement si w{x/n) — x/n G X{Z(L)°). Dans ce cas, nous 
notons w la restriction de w{x/n) — x/n à Z(G) fl Z(L)°. Alors il est facile de vérifier que w est trivial 
sur Z(G)°, c'est-à-dire que w; G A(Ker/iL). En composant avec k, nous verrons w comme un élément de 
(Ker/iL)^ (voir 1.8). L'application 

ujc: Wg(L,£) (Ker/iL)^ 
w I — *■ w 

est un morphisme de groupes ne dépendant que de C et non pas du choix de x et n. Nous noterons 
Wq(L,£) le noyau de wc- Par dualité, on obtient une application surjective 

: Ker/iL (W^g(L, £)/W^(L, £))^. 

19. B. Induction. Soit A = /C(S,.F)[dimS]. C'est un faisceau-caractère cuspidal sur L. Nous allons 
rappeler ici la construction du faisceau pervers induit de A. Pour cela, posons 

Y = GxSrég, Y = GxLSrég et Y = |J gSrégS"^ 

Ici, G Xl Si-cg désigne le quotient de G x Sfég par l'action diagonale de L par translation a droite sur 
le premier facteur et par conjugaison sur le deuxième. Notons a : Y — > Srég la deuxième projection, 
/? : Y — > Y la projection canonique et tt : Y — > Y l'application telle que tt o ^[g, x) = gxg~^. 

Alors Y est une sous- variété localement fermée lisse de G, tt est un revêtement étale galoisien de 
groupe Wg(L, S) et a et /3 sont des morphismes de variétés (voir [Lu4, §3] et [Bon7, §1]). Il existe alors 
un système local J^rég sur Y tel que a*J^rég — P*^iég- Par conséquent, n étant un revêtement étale, 
-K^J^vég, est un système local sur Y. On a alors [Lu4, proposition 4.5] 

(19.2) Ind£^ A = 7C7(Y, 7r*.F;ég)[dim Y]. 

19. C. Algèbre d'endomorphismes. Comme dans [Bon7, §3], posons Wg^,v) = NQ,iJ^,v)/C^{v) et 
W^{h,v) = {Ng(L) n Cq{v)) / C^{v) . L'introduction du système local C nous conduit à considérer les 

sous-groupes T4^g(L, -y,/:) = iVG(L, -y, £)/C£(î;) et W^{L,v,C) = {NgÇL, C)<^C^{v))/Cl{v). Rappelons 
que Wg{L,v) = W^{L,v) x Ai,{v) (voir [Bon7, 5.3]). D'autre part, Ai,{v) stabilise £, donc est contenu 
dans Wg{L,v,£). Par suite 

(19.3) Wg{'L,v,C) = W^{L,v,C) X Aj^iv). 

Puisque Wq(L,v) ~ Wg(L), on a Wq(L,v,C) ~ Wg (!>,£)• Par suite, si w G WgÇL,^), nous noterons 
w un représentant de w choisi dans NgCL, C) H C^{v). 

Notons A l'algèbre d'endomorphismes du faisceau pervers semi-simple IndL A. Nous allons construire, 
en suivant [Lu4, proposition 3.5 et théorème 9.2] et [Bon7, §5 et 6], un isomorphisme entre A et l'algèbre 
de groupe de Wg(L, C) ~ W^{L, C). 

Soit w G Wg(L,£). Soit l'isomorphisme £^{uitw)*£ qui induit l'identité sur £y. Soit 
l'isomorphisme £^(intîi;)*£ qui induit l'identité sur Jli. Alors 0!jjj — (j^^ S est un isomorpliisnie 
{int w)*J^. Il lui correspond [Lu4, §3.4] un automorphisme de IndL ^- 
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Dans [Bon7, corollaires 6.2 et 6.7] a été construit un caractère linéaire 7l5„_^ : W^{L,v) {1,-1}. 
Nous noterons = 7L,i;,f (w)'^wi = l^v ®w ~ Compte tenu des choix qui 

ont été faits, il est facile de vérifier que l'application 

6: Wg(L,£) — > A 
w I — > 6^ 

est un isomorphisme d'algèbres. 

Si 1] est un caractère irréductible de Wg(L, 'C), nous noterons le faisceau-caractère, composant 
irréductible de IndL A, associé au caractère r] grâce à l'isomorphisme de Lusztig 0. En d'autres termes, 
Hom(iï'^, IndL ^) est un ^-module admettant ri comme caractère. Notons que, si z € Z(G) n Z(L)°, 
alors {t^)*A ~ A, donc (t^)* Ind^ A ~ Ind^ A. Par suite, on obtient une action de Ker hz, sur {K^, \ r] G 
IrrWG(L,^)}, c'est-à-dire une action de Ker /il sur IrrWG(L,£). Nous pouvons maintenant énoncer et 
démontrer le résultat principal de cette section, à savoir la description de cette action. 

Théorème 19.4. Soient rj € Irr Wq(L, î;, £) et soit z G Ker /il- Notons z un représentant de z dans 
Z(G)nZ(L)°. Alors 



DÉMONSTRATION - Nous reprenons ici les constructions de [Bon7, §5 et 6]. Mais nous devons tenir 
compte du système local £ (qui, dans [Bon7], était supposé constant). Il nous faut donc les modifier 
légèrement en introduisant le revêtement étale de Z(L)° qui trivialise le système local £. 
Soit 

Z.,„ = {(^,C) gZ(L)° \xiz)=C}- 
Alors la permière projection pi : Zx,n Z(L)° est un revêtement étale de groupe M„(F) : le système 
local £ est celui associé à ce revêtement et au caractère k de /x„(F). Notons Zx,n,rég l'image inverse de 
Z(L)^g dans Z^^n- Posons 

= G/CI{V) X Z,,„,,ég. 

Comme dans [Bon7, §3. A], posons 

Y' = G/Cl{v) X Z(L)°,g 

et notons / : Y' — > Y l'application naturelle. Soit /+ : Y^ „ — > Y l'application définie par composition 

de IdG/c°(t)) xpi- Notons 7r+ = tt o /+. 

Le groupe WgÇL, v, £) x /x„(F) agit à droite sur Y^ „ de la façon suivante : si {w, £ VFg(L, v, £) x 
/Li„(F) et si {gC^{v),z,^') £ Y^,„, on note A^, = w{x/n) — x/n G A'(Z(L)°) et on pose 

{gCliv),z,C) ■ {tv,0 = i9wCliv),w-'zw,X^{z)^a- 

Il est alors facile de vérifier, en utilisant [Bon7, §3. A], que Wg{L,v,£) x /x„(F) agit librement sur Y^ ^. 

Fixons maintenant z G Kcr/iL et notons z un représentant de z dans Z(L)°. Soit zi G Z(L)° tel que 
z" = z. Alors l'application 

{gCl{v),z',0 ^ {gCl{v),zz',x{zi)^) 

est un automorphisme de variétés vérifiant oti = o 7r+. Le théorème 19.4 découle immédiatement 
de ces remarques et du fait que, si w G Wq(L, v, £), alors 

t^\t,((gCl{v),z',0-^'^)) = {gwCl{v),w-'z'w,X^{z^'w-'ziw)0 
et KO Xyj{zï^w~^zi'w) = wc{w){z) = wciz){w). m 

19. D. Un analogue du théorème 13.12 pour les faisceaux-caractères. Posons 

Wi,{L,£) = {{w,f,) G WgÇL,£) x ^(G)^ I cocH = Res^^f^^ m}- 

Alors l'application W^q(L, £) Wq(L, £), w {w, 1) est un morphisme de groupe injectif qui nous per- 
mettra d'identifier W^{L,£) avec un sous-groupe de W^{'L,£). De plus, l'application ui'^ : W^{L,£) 
Z{G)^, /i est un morphisme de groupes dont le noyau est Wq(L,£). Nous noterons a)^ : 

Z{G) (W^(L,£)/W^(L,£))^ le morphisme dual. 
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D'autre part, l'application -Z(L)^ VFq(L,£), /x i-^ (1)A* ° ^l) est aussi un morphisme injectif de 
groupes : nous identifierons Z{L)^ avec le sous-groupe correspondant de Wq(L, £). Alors l'application 
W^{L,C) Wg(L,'C), {w,ij,) w est surjective et son noyau est Z(L)^. En d'autres termes, 

(19.5) H^^(L,/:)/Z(L)^ ^ 14^g(L,'C)- 

Pour finir, notons que ZÇL)^ est central dans VFq(L, £). Résumons tout ceci dans le diagramme suivant, 
dans lequel toutes les suites verticales ou horizontales sont exactes et tous les carrés sont commutatifs : 

1 1 



■ZÇLY 



■ z{Gy 



W+(L,£) 



Soit rj un caractère irréductible de W^ÇLjL). Notons Zr, l'élément de Z(L) (vu comme un caractère 
linéaire de ^(L)^) par lequel 2(L)^ agit sur la représentation de W^(L, £) associée à r]. Notons Zrj 
un élément de Z(G) tel que h-L,{zri) = Zjj. Nous verrons comme un caractère linéaire de Z{G)^, 
c'est-à-dire comme un caractère linéaire de VKq(L, £). Posons 

(19.6) K, = {ti: 



Remarquons tout d'abord que cette notation a un sens. Premièrement, r]ûj'^{z~^) est trivial sur Z(L)^ 
donc peut être vu comme un caractère irréductible de Wg(L, £) d'après 19.5. D'autre part, en vertu du 
théorème 19.4, le membre de droite ne dépend pas du choix de 5^. On a donc montré le résultat suivant : 

Proposition 19.7. L'application rj ^ est une bijection entre IrrWQ(L,£) et l'ensemble des com- 
posantes irréductibles de IndL ( © {t^)*A). De plus 



Ind^( © it^YA) 



r)eIrrW^(L,£) 



La proposition 19.7 suggère fortement qu'il doit exister un isomorphisme naturel entre l'algèbre 
d'endomorphismes du faisceau pervers Ind^( ® (i^)M) et l'ai gère de groupes de Wq(L,£). Nous 

allons ici le construire. Pour cela, posons A! = © (^z et notons £' le système local © (t^ )*£ 

2e2(L) 2e2(L) 

sur Z(L). 

Soit [w,[i) G T4^q(L, £). On a construit un isomorphisme a^, : {vatw)* C. Si z S Z(G) n Z(L)°, 
la preuve du théorème 19.4 montre que l'action de {(Jw)z sur Cz est Cjc{w){z)ldc^ = IJf'{z)làc^- Par 
suite, il existe un unique isomorphisme (7^,^ '■ C {int w)* C tel que, pour tout z G Z(G), on ait 
{o'w)z = lJ-{z)ldc'^. Par tensorisation avec r^, on obtient un isomorphisme 9^,/^ ■ J^' {int w)* J^' , où 

À travers le diagramme d'induction, 6w,n induit un automorphisme Qw,n du faisceau pervers IndL 
Si on note A' l'algèbre d'endomorphisme de IndL alors : 
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Théorème 19.8. L'application 

6: QeW^{L,C) A' 

{W, H) I > 9^,;;, 

est un isomorphisme d'algèbres. Si i] est un caractère irréductible de Wq(L,£), alors la composante 
irréductible de IndL ^' associée à rj à travers l 'isomorphisme & est 



20. Fonctions caractéristiques 



Nous allons maintenant introduire dans ce chapitre l'isogcnic F. Un faisceau pervers A sur G sera 
dit F -stable s'il est isomorphe à F* A. Nous noterons FCar(G)^ l'ensemble des (classes d'isomorphie de) 
faisceaux-caractères F-stables. Si A est un faisceau pervers F-stable sur G et si : A-^F*A est un 
isomorphisme, nous noterons Xa,^ ■ G^ la fonction caractéristique de A, définie par 

pour tout g G G^. Bien sûr, Xa,,^ dépend de ip. Cependant, si A est irréductible, alors ip est bien 
déterminée à un scalaire près. En conséquence, la fonction Xa,ip est bien déterminée par A à un scalaire 
près. 

20. A. Cas classique. Reprenons les notations de la section précédente (L, C, £,...). Supposons 
donc maintenant que L est F-stable, que T est F-stable, que F{v) = v et que F*J^ ~ J^. Fixons un 
isomorphisme if : F*J^ ~ J^. Cet isomorphisme s'étend en un isomorphisme : F*A^ A. Soit Qw un 
élément de G tel que g^^F{gyj) = ■w~^. Posons 

Cnj = {ad g~'^)*C, £^ = {adg:;;,^)*£, T,,, = (adg:;^^)* T et = (ad5;;^)M. 

Alors = C^^Sw Alors L^, î;^, C^,, S^, JF^ et A^j sont F-stables et, suivant la construction 

de [Lu8, §9.3], on obtient un isomorphisme t^^u : F*J^w^J^w. Il s'étend en un isomorphisme (f^ : 

F* A ^ A 

Fixons maintenant un caractère -F-stable ry de Wq,{Ïj,C). On note (f) l'automorphisme de Wq,{L,C) 
induit par F. On choisit une extension de rj au produit semi-direct Wg(L, >C)x <</>>. Ce choix d'une 
extension (ainsi que celui de iç) détermine un isomorphisme y>jj : F*Kri — > K^^. Il résulte de [Lu6, partie 
II, 10.4.5 and 10.6.1] et [Lu8, proposition 9.2] que : 

Théorème 20.1 (Lusztig). Supposons p presque bon pour G et q assez grand. Avec les notations 

précédentes, on a 



20. B. Translation par Z{G). Nous allons étudier ici le comportement des fonctions caractéristiques 
vis-à-vis de la translation par un élément du centre. Cela sera fait en termes du paramétrage de la 
proposition 19.7. 

Le système local C étant F-stable, il en est de même du système local C sur Z(L). De même, le 
système local !F' est F-stable. On fixe un isomorphisme : F*T' ~ T' étendant ^p. 

Soit (w,iï) G VKq(L, £). Dans la sous-scction 19. D, nous avons construit un isomorphisme 9^,^ '■ 
J^' ^ {int w)* J^' . Reprenons les notations de la précédente sous-section et posons C'^ = {mtg~^)*£', 
J^'^ = {m.ig~^)*T' et A'^ = {\ntg~^)*A'. En suivant encore [Lu8, §9.3], on obtient un isomorphisme 
v'w 11 • F*^'w ~^ -^'w C'et isomorphisme s'étend en un isomorphisme (/'^^ : F* A^ ^ A^. 

Fixons maintenant un caractère irréductible r] de I1^q(L,£). Alors est F-stable si et seulement 
si r] est F-stable. Notons une extension de rj au produit semi-direct Wq(L, £)xi < >, où est 
l'automorphisme de VFq(L,£) induit par F. Comme dans le cas classique, le choix de f] détermine un 
isomorphisme : F*Krj ^ Krj. Le théorème suivant découle presque immédiatement du théorème de 
Lusztig précédent. 
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Théorème 20.2. Supposons p presque bon pour G et q assez grand. On a 

DÉMONSTRATION - Notons z = Zr, £ ZÇL). Puisque r/ est F-stable, on a 2; e ZÇL)^. L'algèbre 

d'cndomorphismc du faisceau pervers IndL (t^)*^ s'identifie, via la construction précédente, à la sous- 
algèbre de Q^VKq(L,£) égale à Q^VKq(L, £)e2, où est l'idcmpotent central f^XEyf X]t62:(l)'^ t{z)~^t. 

— F 

Il suffit alors d'appliquer le théorème de Lusztig en remarquant que la restriction de X., ,# à zT, est 
égale à 



21. Éléments unipotents réguliers 

Hypothèse : Dorénavant, et ce jusqu 'à la fin de cet article, nous supposerons que p est 
bon pour G. 

Nous nous intéressons ici aux faisceaux-caractères apparaissant dans l'induit, à partir d'un sous-groupe 
de Levi L de G, de faisceaux-caractères cuspidaux dont le support rencontre Z(L)Wj^g. On rappelle que, 
puisque p est suppose bon pour G, le groupe Al(ml) eut isomorphe à -Z(L). Si C G ZÇL)^ , nous noterons 
£ç le système local L-équivariant sur Wj^g tel que l'action de ZÇL) sur la fibre en ul G Ul'ég se fasse par le 
caractère (. Si z G Z(L), on notera z un représentant de z dans Z(L). En d'autres termes, z = iZ(L)°. 

21. A. Cuspidalité. Fixons un système local kummérien £ sur Z(G)°, un élément z € Z(G) et un 
caractère linéaire C de 2(G). Posons = {{tfyC) Kl S^. 

Proposition 21.1. est un système local cuspidal si et seulement si Ç Çz Z^g(G). 
DÉMONSTRATION - voir [Bon5, proposition 1.2.2]. ■ 

Soit FCar™g(G) l'ensemble des (classes d'isomorphie de) faisceaux-caractères cuspidaux dont le sup- 
port rencontre Z(G)W^g. Soit CuSrcg(G) un ensemble de représentants (modulo l'action naturelle de G) 
des triplets (s,a,T), oii s est un élément semi-simple de G*, a G Ag*(s) est tel que a;s(a) € Z^g(G) et 
r e ^G*(s)^. Nous allons construire une bijection entre CuSrég(G) et FCar™g(G). 

Soit (s, a, t) g CuSrég(G). On peut supposer, et nous le ferons, que s G T*. Par construction, l'clcment 
s est géométriquement cuspidal et donc cog : Ag*(s) — > -Z(G)^ est un isomorphisme (voir proposition 7.1 
(e)). En particulier, ûg : -Z(G) — > Ag*{s)^ est aussi un isomorphisme. Posons z = ù~^{t) et notons £5,2 
la restriction de Cg à z~^ = i~^Z(G)°. Posons maintenant 

s,a,T — s,a,T ~ ^s,z ^ ^u>s{a)- 

Notons que Cs^z — {t^)*Cs,i- C'est un système local G-équivariant irréductible cuspidal sur la variété 
lisse z-^U% = z-^Z(G)°U%. Posons 

As,a,r = A?a,r = /C(^^^, Jf,,„,,)[dim Z(G)°Wgg]. 

C'est un faisceau pervers G-équivariant irréductible sur G. 

Lemme 21.2. Soit {s,a,T) G CuSrég(G). 

(a) CA,,a,^ = (^s{a). 

(b) Ag ar est l 'extension par zéro du système local Sg ar- 

(c) GFCar(G,(s)). 

(d) As^a,T est cuspidal. 
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DÉMONSTRATION - Soit (s,a, r) G CuSrég(G). Rappelons que l'existence de (s,a,T) implique que toutes 
les composantes quasi-simples de G sont de type A. Posons ( = u)s{a) et z = ù~^{t). 

(a) découle du fait que Z{G) agit sur 5^ via le caractère linéaire C- 

(b) Soit X un élément de l'adhérence de zU^^ n'appartenant pas à zU^^. Puisque toutes les som- 
posantes quasi-simples de G sont de type A, ceci implique qu'il existe un sous-groupe de Levi L propre 
de G contenant x. En particulier, Z(L)° C Cq{x). Donc Z(G) fl Z(L)° agit trivialement sur la fibre en x 
de As^a,T- Par suite, si cette fibre est non nulle, la restriction de C à Ker/iL est triviale, ce qui contredit 

la proposition 21.1. Donc {Ag.a.r jx = 0. 

(c) Rappelons que toutes les composantes quasi-simples de G sont de type A. La classification des 
éléments quasi-isolés réguliers [Bon8] montre que, quitte à conjuguer le triplet (s, a, r), on peut supposer 
que s € T* et que a est un élément de Coxeter standard de W. Nous allons calculer Ka,s dans ces 
conditions. 

Tous les éléments de BoB sont réguliers et BoB rencontre toutes les classes de conjugaison d'éléments 

réguliers [St4, remarque 8.8]. La proposition 18.4 et l'argument du (b) montre que le support de Asm.t 
est contenu dans Z{G).Ufég- Notons i : Z(G)Z^3g G, Y 1' image inverse de Z(G)W3g dans Y„, 
7 : Y — > Z(G)ZY^g la restriction de ja et C la restriction de à Y. On a alors 

(*) Ka,s = i\Rl\C.. 

Fixons un élément unipotent régulier x S Ba fl aB~ n Z^rég- Soit 

ip : G/Z(G) X Z(G) — > Y 

{gZ{G),t) ^ {tgxg-\gB). 

Nous allons montrer que ip est un morphismc de variété bijcctif purement inséparable. On a construit une 
action de G sur Yq. Le groupe Z(G) agit aussi sur Y^ par translation de la première coordonnée. Cette 
action conserve Y. Cela munit Y d'une action de G x Z(G). On remarque alors que est G x Z(G) 
équivariant. Il suffit donc de montrer que ip est bijcctif. En effet, cela montre que la variété Y est une 
orbite sous l'action d'un groupe algébrique, donc elle est lisse, donc elle est normale et un morphisme 
bijectif entre variétés normales est purement inséparable [Bor, théorème 18.2]. 

Soient {gZ{G),t) et {g'Z{G),t') deux cléments de G/Z(G) x Z(G) ayant même image par (p. Alors 
la partie semi-simple de tgxg~^ coïncide avec celle de t'g'xg'~^, c'est-à-dire t = t' . On a par conséquent 
g~^g' G B n Cg{x). Mais, d'après [Bon7, corollaire 10.3], U fl Cg{x) = 1 donc la partie unipotente de 
g'^^g' est égale à 1. Donc, puisque x est un unipotent régulier, on en déduit que gZ{G) = g'Z{G), ce qui 
montre l'injectivité de (p. 

Montrons maintenant la surjectivité de (p. Soit {g, /iB) e Y. Alors, par définition, il existe t e Z(G) 
et y S G tels que g = tyxy~^. Posons k = h~^y. Alors, par hypothèse, kxk~^ S BaB nt/^g. Donc, 
d'après [Bon7, corollaire 10.3] et [St4, théorème 1.4], il existe 6 G B tel que kxk~^ = bxb~^. En d'autres 
termes, yxy~^ = hbxb~^h~^. Donc {g,hB) = (p{hbZ{G),t). 

Posons £' = (p*jC.. Puisque ip est bijectif et purement inséparable, on a <^*£' = £ et donc 

où 7' : G/Z(G) X Z(G) ^ Z{G)U%, {gZ{G), t) ^ tgxg''^. Alors C' ^SM {®^ç.z{g)C.s,z), où £ est un 
système local G-cquivariant irréductible sur G/Z(G). L'action de ^(G) sur £ étant donnée par C,, £' est 
l'unique système local sur G/Z(G) sur lequel Z{G) agit par Q. Pour z G -Z(G), notons iz : zVl^g ^ G. 
Notons ô : G/Z(G) ^ W^fg, gZ{G) gvg-'^ et £ = R5\£. Alors 

Ka,s= e iz\{£^C,^z). 

Il nous reste à calculer £. En décomposant ô en la suite de mor phismes G/Z(G) ^ G/Cg(m) ^ U^ég, 
on est ramené au calcul de Rôi£. Mais, puisque ô' est un morphisme lisse dont les fibres sont isomorphes 
à Cu(w), qui est, comme variété algébrique, un espace affine de dimension rgggjjj(G), on a 

£ = £d-2vg,,^{G)]. 

On en déduit que 

(21.3) Ka„s= © A„a,TH, 
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pour un m s Z que je n'ai pas envie de calculer. Cela montre (c). 
(d) est évident. ■ 

Proposition 21.4. L'application CuSrég(G) FCarJ:^g(G), (s,a,T) As^a,T est bijective. Déplus, 

DÉMONSTRATION - Soit (s, a, t) G CuSrég(G). Alors £s,a,T est un système local cuspidal sur zUÇ'^g (voir 
[Lu4, définition 2.4] et proposition 21.1). Par suite, As^a,T est un faisceau-caractère cuspidal [Lu6, §7] 
dont le support rencontre Z{G)Uj.^^. Cela montre que l'application est bien définie. 

Montrons qu'elle est surjective. Soit A G FCar™|(G). D'après [Lu6, §7], il existe z G Z{G), un 
système local C sm z = iZ(G)° et C e 2(0)^^^ tel que A = IC{zU9^, C M J^^)[rgG]. En effet, puisque 
G est de type A, les éléments semi-simples isolés sont centraux et les éléments unipotents distingués sont 
réguliers. Notons que (a = C- 

Soit s tel que A G FCar(G, (s)) (voir 18.5). Il existe w G Wg{T) tel que w{s) = s et A est une 
composante irréductible de ^H'^{Kw,s)- Notons a la classe de w dans ^g*(s). D'après la proposition 
18.4, on a C = Ws(a). Posons maintenant r = Û!s{z) G Ag*{s)^. Puisque A G FCar(G, (s)), la restriction 
de jCs à Z(G)° est égale à fj£, oh ti ■ G G, g i-^ zg est la translation par z. Donc Cs,z = ^, ce qui 
montre que A = As^a,T- 

Montrons maintenant qu'elle est injective. Soient (s,a, r) et {s',a',T') deux éléments de CuSrég(G) 
tels que As^a,T — ^s',a',r'- D'après 18.5 et le lemme 21.2 (c), s et s' sont conjugués sous G*. On peut 
donc supposer qu'ils sont égaux. De plus, Cas,u,t- = Ca^ ^, ^, donc, d'après la proposition 18.4, on a 
u)s{a) = i^'s(n')- Donc a = a' car LOg est injectif. Pour finir, les supports de As^a,T et As^a,T' sont égaux, 
ce qui implique que Û]^^{t) = ûjJ^{t'), d'oii l'on déduit que t = r' . ■ 

21. B. Induction. Fixons un élément semi-simple s G T* et un élément a G Ag.(s). Posons \is,a = 
Cg{{T'^)°). Alors, d'après la proposition 8.10, uJsia) G .E^g(Ls^a). Notons FCari.ég(G, (s), a) l'ensemble 
des faisceaux-caractères apparaissant dans IndL ( ® ^). Il est à noter que FCarrég(G, (s), a) 

s, a ^ ' 

est contenu dans FCar(G, (s), a). Alors, d'après la proposition 19.7, on a une bijection 
(21.5) IrrW^(L,,„,£,,„) ^FCar,ég(G,(s),a), 

oîi Cs,a désigne la restriction de à Z(Ls^a)°. Il nous reste à déterminer le groupe Wq(Ls^(j, Cs,a)- C'est 
fait dans la proposition suivante (comparer avec la proposition 16.2). 

Proposition 21.6. Si s G T* et a E Ag*(s); alors Wl^CLg.a, ^s.a) est canoniquement isomorphe à 
W(s)" ~ Ag'{s) k VF°(s)". A travers cet isomorphisme, on a ^l; „(s) ^ Z{l,s,a)^ et VF(s)"/Al; ^(s) ~ 

WG{U.,a,Cs.,a). 

DÉMONSTRATION - Soit W G W {s)°- . Alors w normalise L^^a et Cg.a- Posons 

H: W{sY W^{Ls,a,Cs,a) 
w I > {w^UJsiw)), 

oh w désigne la classe de w dans WGiJ-'s,a) et w la classe de w dans Ag*(s). Nous allons montrer que H 
est un isomorphisme. 

Le fait que l'application H est bien définie découle immédiatement de la construction de lOs et de la 
définition de W[^{l.s,aXs,a)- Soit w G W{sY tel que H(w) = (1,1). Alors w G Wl,.„(s)" = ^l;„(s) 
car s est géométriquement cuspidal dans L* ^ donc régulier (voir les propositions 8.10 et 8.9). Mais alors 
(jJa{w) = 1 et donc w = 1 d'après l'injectivité de ujs- Cela montre l'injectivité de K. 

Il nous reste à montrer la surjectivité. Soit (w,fx) G W^(Ls,ay ^s,a)- Soit w un représentant de w dans 
W. Il résulte de 18.5 (appliqué au groupe l's,a) que l'on peut supposer que w G W{s). Il est alors facile 
de vérifier que 

(21.7) uc,Jw) = Res^ifluJs{w). 

Donc Res^erhL'" ^ I^6%erft,L ^«("')- Puisquc Al;_^(s) ~ Z(Ls_a)'^, il existe a G >1l;^(s) tel que \x = 
cOs{w)uis{a) = u)s{wa). Quitte à changer de représentant de w dans W{s)'^, on peut donc supposer que 
cOs{w) = i-i. Notons b la classe de w dans Ag*{s). Alors w' = b~^'w G W°{s) et normalise Lg^o. Donc, 
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d'après le corollaire 8.11 (e), aw' = w'a et donc aw = wa. Par suite, w G W{sY et ï^{w) = {w,ii), ce qui 
montre la surjectivité de K. ■ 

22. Fonctions caractéristiques 

Le but de cette section est de calculer les fonctions caractéristiques des faisceaux-caractères i<"-stablcs 
appartenant à FCari.ôg(G, (s), a), oîi s est un élément semi-simple de G* et a G Ag*(s)- Tout d'abord, 
remarquons que, si FCar(G, (s))^ ^ 0, alors (s) est une classe de conjugaison F*-stable. Par conséquent, 
on peut supposer que s G G*^ , ce qui sera fait par la suite. D'autre part, si FCar(G, (s), a)^ ^ 0, alors 
on a, pour tout A G FCar(G, (s), a)-^, Ça = cosia) € (Z(G)^)^. Puisque cos est injectif, cela implique 
que a G Aq* (s)^ • 

Par conséquent, nous ferons l'hypothèse suivante : 

Hypothèse : Dans cette section, nous fixons un élément semi-simple s G G*''^ et 
un élément a G Ag*{s)^ . Nous reprenons les notations des chapitres précédents (Tl, 
Ti,...) et nous supposons que T = Ti T* = T^. 

Nous aurons d'autre part besoin de la notation suivante. Si C € H^{F, Z{G))^ , nous posons 

a(G,c) = »?Gç-^-^^-(^^ c(^)-' E Mtut-'). 

zeH^F,Z(G)) teTP/Z(G)P 

Remarquons que Q{G,() est égal à Ty^ç"! "^SsemCG) fgjg jg scalaire noté aç-i dans [DiLeMi2, §2]. En 
particulier [DiLcMi2, proposition 2.5] : 

(22.1) Si Ç € Z^g(G) est F-stable, alors Ç{G,Ç) est une racine quatrième de l'unité. 

Remarque 22.2 - Le calcul de ^(G,C) lorsque ( G .^^^^(G) sera effectué dans l'appendice B. ■ 

22. A. Cas cuspidaL Nous allons rappeler dans cette sous-section comment les transformées de Fourier 
de caractères semi-simples sont reliées aux fonctions caractéristiques de faisceaux-caractères cuspidaux 
dont le support rencontre Z(G)Z^^g. 

Supposons dans cette sous-section, et uniquement dans cette sous-section, que Us{a) G .E^g(G). Dans 
ce cas, on a 

FCar(G, (s), af = {A,,a,r \ r G H\F*,Ag^ (s))^}. 
Posons As^a = ®TeiAc'is))^^s,a,T- Alors Ag^a est F-stable et il existe un unique isomorphisme (ps,a '■ 
F*'^s,a — * ^s,a tel que, pour tout z G Z(G)^, on ait 

Si r G H^{F* , Aq,.{s))^ , notons (Ps,a,r la restriction de ips^a en un isomorphisme F*As^a,T—^^s,a,r- H 
résulte de [Bon5, théorème 6.2.2] que 

(22.3) XA^,a,.,Vs,a,. = G{G,LO,{a))p,,a,r. 

22. B. Le résultat. Revenons au cas général, c'est-à-dire ne supposons plus que u)s{a) G .E^g(G). 
On note alors Ag^a le faisceau pervers (Bre{A^- (s))^^»,»,!" sur Lg^o et on note tps^a '■ F*'^s,a ^s,a 
l'isomorphisme tel que, pour tout z G Z^Lg^a)^ , on ait 

(<P.,a).«.„<. =s(^)9^S-„(L.,a)ld(^^^^^^^^^^^ . 

Si T G H^{F*,Ai^*^{s))^, on note v's.a.r la restriction de (fg^a en un isomorphisme F* A^"à°T A^^a'r ■ 
D'après 22.3 appliquée à 'Ls,a, on a 

(22.4) XA^^^^^^^^^_^g{L,,a,^I.^,^A^))pla:r- 

Soit r] un caractère irréductible F*-stable de W{s)°-. Soit 77 une extension de r] k W(s)"x < 0i >. Le 
choix de cette extension fixe un isomorphisme ips,a,fj '■ F*K{s, a)n ^ K{s, a)^. 
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Théorème 22.5. Supposons que p est bon pour G et que q est assez grand. Soit rj un caractère 
irréductible F* -stable de W{s)"'. Soit fj une extension de t] à W{s)"'X < (f)i >. Alors 



DÉMONSTRATION - Soit w G W{s). Notons w un représentant de w dans 7Vg(Ti). Fixons & G tel 
que g^^F{g^) = w. On note w la classe de w dans W(s)/Ai,* ^{s). On peut choisir la famille {gw)wew{s) 
de sorte que, si m; G W{s) et b £ Alj ^(s), on ait ^"-'Lsm ~ ^'^^ï^s,a- Par suite, on peut poser 

L_ StuT _ T 

Posons s' = Z(Ls^a).C. Reprenons maintenant les hypothèses et notations du théorème 20.2 et supposons 

de plus que C soit la classe unipotcntc régulière de Lg „, que C soit égal à la restriction de Cg à Z(Ls^a), 
que £ = £u>L^ ^ j,(a)) Que J-"' = £' M£ et que ip' = (ps,a- Posons alors 

= 9™c, s;, = 9™ S', 

^'w = {a-àg~^)*C', £^ = {a.dg~^y£, T'^j, = {a.dg~^)*J^' et = {z.Ag'"')* A^^^. 
L'élément w définit quant à lui un isomorphisme : Ayj qui, lui, dépend de w et pas seulement 

de ?Z'. 

Compte tenu du théorème 20.2, il nous reste à montrer que 

(*) ^A^,v^ = Si^sM,^■L.,aA^))P^Za■ 

Iiappelons que Su) = g-wsg^^- On pose T^, = 9™Ti et C^^w = (ad (7~^)*£s. En fait, est la restriction 
de jCs,w à Z(Lûj). Par conséquent, on a, pour tous z € Z(Lûj)^ et a; G S^, 

D'autre part, l'action de .Z(L^) par conjugaison sur montre que, pour prouver (*), il suffit de montrer 
que 

(**) Xa^,<p^{ul^J = Ç?(Ls,a,t^L,,,„,s(a))p^,;;,„(uL,J■ 

Mais, d'après [DiLeMi2, proposition 2.5], on a ^(Ls^a, wl, — ^(L^, WLfii,s(a)). Donc il suffit de 
montrer, d'après 22.4, que Xa^,ip„{ui,-) = gl^SsemL™^ q^j découle de [Bon7, théorème 15.10]. ■ 

Nous allons nous intéresser maintenant aux faisceaux-caractères dont le support rencontre Z(G)ZY^g. 
Soit K G FCar(G, (s)) dont le support rencontre Z(G)W^g. Notons a l'unique élément de Ag*{s) tel que 
= ujs{a) (voir la proposition 18.4). Alors K est une composante irréductible de IndL^ ^ ^s,a- Notons 
r]K le caractère irréductible de W{s)°' correspondant. 

Lemme 22.6. Soit z G Z{G) et supposons que le support de K contienne zUrég- Alors r]K = ôjs{z)- 

DÉMONSTRATION - Quitte à translater K par un élément de Z(G) (c'cst-à-dirc, d'après le théorème 19.4, 
à multiplier rjK par un caractère linéaire de ^g*(s)), on peut supposer que le support de K contient 
W^g. En utilisant les constructions de [Bon7, partie I], on s'aperçoit, en utilisant [Bon7, corollaire 6.7], 
que l'on peut supposer que £' = Q^. Dans ce cas, il découle de la définition de 6 et [Bon7, corollaire 6.2] 
que r/if = 1. ■ 

Corollaire 22.7. Soit K G FCar(G, (s))^ dont le support rencontre zU^^^, pour un z £ Z{G)-^ . Posons 
T = û)l{z) et notons f l'extension de t à Ac* (s)x < 4>i > qui est triviale sur < (pi >. Alors 



DÉMONSTRATION - Cela résulte immédiatement du théorème 22.5, du lemme 22.6 et de la proposition 
17.15 (e). ■ 
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Chapitre VII. Groupes de type A 

Hypothèse : Dorénavant, et ce jusqu'à la fin de cet article, nous supposerons que 
toutes les composantes quasi- simples de G sont de type A. Nous supposerons aussi que 
S = 1, c'est-à-dire que F : G — > G est un endomorphisme de Frobenius. 

Rappelons que l'hypothèse ci-dessus implique que la formule de Mackey a lieu dans G (voir théorème 
10.12). Le but de ce chapitre est d'obtenir un paramétrage des caractères irréductibles de G^ et de 
montrer, lorsque q est assez grand, que la conjecture de Lusztig a lieu. 



23. Description de Cent(G^, [s]) 

23. A. Structure de W{s)» < (pi >. Notons ici $(!),• • • , $(r) ks composantes irréductibles de et 
posons = $+ n et A(j) = A n Notons le groupe de Weyl du système de racines 
Alors W°{s) = X • • • X W^^)- 

Chaque est isomorphe à un groupe symétrique et ^g*(s) permute les Il est possible de 

choisir une famille d'isomorphismcs Wçi-j ~ (on n-i est un entier naturel ^ 2 et X]i=i '^i = ^) telle 
que Aq,* (s) agisse seulement par permutation des composantes. Une fois un tel choix d'isomorphismcs 
effectué, il existe Wg e W°{s) tel que WgF* (ou Ws4>i) agisse sur W°{s) seulement par permutation des 
composantes. Il n'est pas défini de manière unique car le centre de W°{s) n'est pas forcement trivial. 
Cependant, cette non unicité ne peut se produire que lorsqu'il existe des i tels que rij = 2. Si Ui = 2, 
nous supposerons que la composante de Ws dans W^^•^ est égale à 1. Cela définit Ws de façon unique. S'il 
est nécessaire de préciser, nous le noterons wg,,s- 

Lemme 23.1. Ws commute avec les éléments de Aq,*{s). 

DÉMONSTRATION - Soit o S Ag,{s). Alors F*{a) e Ag-(s). D'autre part, [ws(j)i,a] agit sur W°{s) 
seulement par permutation des composantes. Or, [ws(j)i,a\ = Wg ^ ("^w^ G W°{s). Par suite, Wg ^'^"'^Wg 
est central dans W°{s) et donc égal à 1 compte tenu du choix précis fait pour Wg. ■ 

23. B. Fonctions absolument cuspidales. Nous rappelons la description de l'espace des fonctions 

absolument cuspidales dans notre cas [Bon5, théorème 4.3.3] : 

Théorème 23.2. Si a € Ag*(s)^*, alors 

Cus(G^W,a) = |^^'^- ^^^s{a)eZUG), 
1 sinon. 

Corollaire 23.3. Soit a e Ag'{s)^ . Alors l'application TZ[s,a] : ( Cent(T4^°(s)''(/)i) j 
Cent(G''^, [s], a) est une isométrie bijective (pour les produits scalaires {,)s,a et (,)g^ )■ 

DÉMONSTRATION - Le fait que 7i[s,a] est une isométrie a été montré dans la proposition 17.18. Il nous 
reste à montrer la surjectivité de TZ[s,a]. Puisque la formule de Mackey a lieu dans G (voir théorème 
10.12), on a 

Cent(G^,[s],o) = iî^(Cus(L^, [s], o)), 

oîi Cg.a c!st l'ensemble des sous-groupes de Levi F-stables de G dont un dual L* contient s et tels que 
a e Ai,,{s)^' . Mais, d'après le théorème 23.2, on a 

Cent(G^,[s],a) = © QeR^pla, 

ï-* £ ^ s , a , eus 

où /Cs,a,cus est l'ensemble des L G Cs_a tels que uJ-L^s{a) G Z^^^ÇL). Il suffit alors de montrer que, si L* est 
un sous-groupe de Levi F*-stable de G* contenant s et vérifiant que a G Al- (s) et a;L,s(a) € Z^^^^L), alors 
L* est conjugué sous Cq. (s) à un i-ig^a^w pour un w G W° (^s^^ . Reprenons les notations du §17. D (I^l(^)' 
Wi,{s), Al,» (s) et wi,). Alors wl commute avec a et est le type du tore C^*{s) (voir corollaire 8.11 (a)). 
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Par suite, on peut supposer que Cl* (s) = T^l- Puisque WL,s(a) G -E^yg(L), on a L* = Cq* (((T^j_)'*)°), 
ce qui montre que L* est conjugué sous Cq,(s) à L^.a.wL- ■ 



23. C. Une autre isométrie. Fixons encore a € Ag*{s)^ . L'élément Wsçii agit sur W°{s)°- par permu- 
tation des composantes donc, d'après 27.6, on a une isométrie bijective naturelle entre Cent{W° [s)'' <pi) = 
Cent{W°{sYws(i)i) et Ccnt(M^°(s)<'''"''"^i>). Cette isométrie commute à l'action de ^g* (s)^' • De môme, 
a agissant par permutation des composantes de W°{s)'^'^ , on a une isométrie bijective naturelle entre 
Cent (s) '^i>) et Cent(Vr°(s)'"'-^*a) commutant à l'action de ^g-(s)^*. Nous noterons 

as^a ■■ Cent(M^°(s)'"=-^*a) — > Geui{W°{sYài) 

la composition de ces isomctrics. Posons alors R[s,a\ = 7^[s,a] o as,a- Notons que, si 6 € Ag*(s)'^' et si 
/ e Cent(H^°(s)"'=-^*a), alors, d'après 17.17, on a 

(23.4) R[3,a\,f = R[s,a\f. 

L'application as,a se restreint en une isométrie bijective toujours notée 

as,a ■ (Cent(T^°(s)'"»^*a)) °* ' (Cent(W^°(s)"</)i)) °* ' 

à condition de munir (Cent(W^°(s)'""-P*a))^'"*^'^ du produit scalaire = — rTF^(, )vi/»(.)»3f.„. 

\Ag-\s) I 

L'application R[s,a] : (Ccnt(W°(s)"'='^*a)) '^*^'-' ^ Ccnt(G^, [s], a) est alors une isométrie bijective 
(pour les produits scalaires et (,)g*')- Faisons l'identification isométrique canonique 



Cent(l^(s)'"»-^*) = © (Ceni{W°{s)'"^^' a)\ 



et, à travers cette identification, posons 



R[s]= e R[s,a]. 



On a alors 



Proposition 23.5. L'application R[s\ : Cent(VF(s)'"^-^*) — ^ Cent(G^, [s]) est une isométrie bijective. 
Si cela s'avère nécessaire, nous noterons af^^, iî[s,a]^ et les applications (Ts,a, R[s,a\ et R[s\. 



23. D. Quelques propriétés de l'isométrie R\s\. Nous allons commencer par étudier l'action de 
iïi(F,Z(G)) à travers cette isométrie. Si ^ e H^(F,Z{G)) et si / G Cent(H^(s)'"»^*), alors 

(23.6) rfiî[,s]y = iî[,s]/^o(,), 

011 Cj^{z) est vu comme un caractère linéaire de W{s)^'^ = W°{s)^'^ x) Ag»[s)^ . 

Nous allons maintenant étudier un cas particulier d'induction de Lusztig. Un sous-groupe de Levi 
L* de G* est dit (s, G*)-dcployé s'il est F*-stable et s'il contient T^*^^- Un sous-groupe de Levi L de 
G est dit (s, G)-déployé s'il est F*-stable et s'il contient T^^. Nous allons ici calculer l'induction de 
Lusztig R^ : Cent(L^, [s]) — *■ Cent(G^, [s]) lorsque L est (s, G)-déployé en utilisant les isométries R[s]^ 
et iî[s]*^. Mais avant cela, nous allons étudier quelques-unes des propriétés de ces sous-groupes de Levi. 

Soit L un sous-groupe de Levi (s, G)-déployé. Notons L* un sous-groupe de Levi F*-stable de G* 
contenant T^^ tel que le triplet (L*,TJ^ , F*) soit dual de (L,T^^,F). Par définition, L* est (s, G*)- 
dcployc. Comme dans §17. D, définissons un sous-groupe parabolique standard W-^{s) de W°{s) ainsi 
qu'un élément wl de W°{s). Notons wl.s l'élément de W^{s) défini comme Ws- Alors il est possible de 
choisir wi, et wl,s tels que Wg = wl.s^l- Par suite W^{s)w-L,(j)i = W^{s)ws(l)i et l'application R[s]^ est 
une isométrie Cent(WL(s)"'<"^*) ^ Cent(L^, [s]). 



80 



Proposition 23.7. Soit L un sous-groupe de Levi {s ^ G) -déployé de G. Alors le diagramme 



Ind 



Cent(VFL(s)"''-^*) 



R[si 



■Cent(L^,[s]) 



Cent(VF(s)«'^-^ ) > Cent(G^, [s]) 



est commutatif. 



DÉMONSTRATION - Soit o € Al»(s)^*. Solt / Une fonction centrale sur W^{s)^''^' a invariante par 
l'action de Ai^*{s)^' . Notons /* son extension par en une fonction centrale sur VI^l(s)'"''^ . Il nous 
suffit de montrer que 

iî^iîw^, = (iîM«oind;::(j;::; )(/#). 

Posons / — IndJ^^'^|,^„^F* /'^j .9 = I^'iH^o(s)rasF*° / et notons g"^ l'extension de g par en mic fonction 
(pas forcément centrale) sur W{s)^'^' . Notons tout de même que est invariante par W°{s)'^'^ - 

1 



conjugaison. On a alors 



et donc 



Compte tenu de 23.4, on a donc 



R[s 



Il nous suffit donc de montrer que 

\Ag-. (sf \R[s, a]f = {sf \R^R[s, a]^ 
En d'autres termes, nous devons montrer que le diagramme 

p. , |Ai..(s)^*|iî[s,a]^ 



Ind 



Cent(W°(s)'"<'-^ a) 



Cent(L^,[s],a) 



Ccnt(G^, [s],a), 



est commutatif. Cela découle de la commutativité du diagramme 27.8 et de la proposition 17.24. ■ 

Nous terminons par une formule exprimant -R[s]/ dans un cas particulier. Si ^ est un caractère linéaire 
de Ac*{s)^ , nous verrons ^ comme une fonction centrale sur VK(s)™'^ comme dans la formule 23.6. 

Proposition 23.8. Supposons que la conjecture (©) a lieu dans G. Soit S, € (Aq. (s)-'^ )^. Alors 



DÉMONSTRATION - Notons Ig^a la fonction sur W°{s)^'^' a constante et égale à 1. Alors crs,a{^s,a) est 
constante et égale à 1. Puisque ^ = J2aeAci*(s)'" C(ûi)ls,a, on a 

Il suffit alors d'utiliser 17.1 et la proposition 17.22. ■ 
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23. E. Caractères irréductibles de G . Nous allons montrer ici que, si rj est un caractère irréductible 
de W{s)'^''^ , alors ±R[s]rj est un caractère irréductible de G''^. Nous aurons cependant besoin de la 
conjecture {(&) ce qui, à l'heure actuelle, restreint le domaine de validité de ce résultat au cas où q est 
grand. Sachant que c'est une fonction centrale de norme 1, il suffit de montrer que c'est un caractère 
virtuel de G^. Pour cela, nous utiliserons le corollaire 28.3 ainsi que les propositions 23.7 et 23.8. 

Théorème 23.9. Supposons que la conjecture (6) a lieu dans G. Soit rj e Cent(M^(s)"'=-'^ ). Alors 
R[s]r, G ±£{G^, [s]) si et seulement sirjG ±Irr W(s)'"»-^* . 

DÉMONSTRATION - Nous allons commencer par montrer le lemme suivant : 



Lemme 23.10. Soit Wi un sous-groupe parabolique WgF* -stable de W°{s) et soit Ai 
son normalisateur dans Ag*{s)^ . Alors il existe un sous-groupe de Levi {s,G)-déployé 
de G tel que Wl(s) = Wi » Ai. 

DÉMONSTRATION - On peut identifier le groupe Wi xi Ai k un sous-groupe -F-stable de 
Ng{Tws) /T^ws- Posons alors 

Alors L est F-stable et (s, G)-déployé. D'autre part, d'après le lemme 3.3, on a W^{s) = 
Wi. Il est de plus clair que W-l{s) contient Wi x Ai. Comme Ai est le normalisateur de 
Wl(s) = Wi dans Ag*(s), on en déduit que Wl(s) = VFi x Ai. □ 



Il résulte du corollaire 28.3, du lemme 23.10 et de la proposition 23.8 que, si 77 G Zlrr W^(s)"'=^ , 
alors R[s]rj est une combinaison linéaire, à coefficients dans Z, de caractères virtuels de la forme R^p, 
où L est un sous-groupe de Levi (s, G)-déployé de G et p G ^(L^, [s]) est un caractère semi-simple. En 
particulier, R[s]n est un caractère virtuel. Par suite, si r] est de plus irréductible, R[s]r, est un caractère 
virtuel de norme 1, donc c'est, au signe près, un caractère irréductible. ■ 

Comme conséquence directe de la preuve du théorème précédent, on obtient : 

Corollaire 23.11. Supposons que la conjecture (25) a lieu dans G. Notons S l'ensemble des couples 
(L, p) ou L est un sous-groupe de Levi {s, G)-déployé de G et p E f (L^, [s]) est un caractère semi-simple. 
Soit 7 G Ccnt(G^, [s]). Alors les assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) jeZ£{G^,[s]). 

(2) 7 G ® ZR^p. 

{■L,p)es 

(3) Pour tout (L,p) G S, {*R^l,p)i^F G Z. 



Corollaire 23.12. Supposons que la conjecture ((S) a lieu dans G. Notons TZ l'ensemble des couples 
(L,x) ou L est un sous-groupe de Levi {s,G)-déployé de G et x & ^(L^, [s]) est un caractère régulier. 
Soit 7 G Cent(G''^, [s]). Alors les assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) 7 G Zf(G^,[s]). 

(2) 7 G © ZR^X- 

(L,x)6K 

(3) Pour tout (L,x) G Tl, {*R2i,xW e Z. 



23. F. Signes. Nous allons terminer cotte section en expliquant comment déterminer le signe intervenant 
dans le théorème 23.9. Plus précisément, soit 77 G Irr M^(s)'"''^ . D'après le théorème 23.9, il existe un 
unique G {1, —1} tel que e^R[s\r^ soit un caractère irréductible de G^. Pour calculer e^, nous rappelons 
la construction des caractères irréductibles de G''^ par Lusztig et Srinivasan [LuSr] dans le cadre de la 
théorie de Dcligne-Lusztig. Si x. est un caractère irréductible F*-stable de W{s) = W°{s) = W°{s), 
nous noterons x son extension préférée (au sens de [Lu6, chapitre IV, §17]) au groupe W^(s)x < (pi >. 
Rappelons aussi que l'isométrie 7^(s) : Cent(W^(s)ç!>i) Cent(G''^, (s)) a été définie dans l'exemple 17.16. 
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Théorème 23.13 (Lusztig-Srinivasan). Si x ^st un carctère irréductible F* -stable de W{s), alors 
la fonction centrale eô,s:c^,{s)T^{S)x ^'^ caractère irréductible de appartenant à £{G^ , (s)). De 
plus, l'application 

(Irriy(S))^* f(G^,[S]) 

X ^ eGeCê.(s)^(s)x 

est bijective. 

NotonsI(W°{s),AG'{s),F*) l'ensemble des couples {x,0 oùx G (Irr T4^°(s))^* et ^ G (^g- (.s, x)^' 
Si (X)Ç) G ^G* (s)) -F*), on note x<P le caractère irréductible de W°{s)^''^ correspondant à x 

par la bijection 27.4. Si Ag*{s,x) désigne le stabilisateur de x dans Ag*{s), alors Ag*{s,x)^ est le 
stabilisateur de dans Ag'{s)^ . Notons X4> l'extension canonique de x<t> à W°{s)^^-^ >^ Ag*{s,x)^ 
(voir proposition 27.1). Posons alors 

Le groupe Ag- (s)^ agit sur X{W°{s), Ag* (s), F*) par conjugaison sur la première composante. D'après 
27.2, l'application 

(23 14) I{W°{s),Ag^{s),F*) iTrWisr^^' 

est surjective et ses fibres sont les orbites sous Ag*{s)^ . Notons maintenant x l'extension canonique de 

X à H^°(s)x < Ws(t)i >= W°{s)» < >. 

Proposition 23.15. Soit x un caractère irréductible F*-stable de W°{s). Alors 

R-esgF 7^(s)x = X] ^W'7x,«- 
£e(^G-(s,x)^*)^ 



DÉMONSTRATION - On a 

H ^x,£ = Ind|^iJ)».F. X4>- 

Cette fonction centrale est nulle en dehors de W°{s)'^''^ et coïncide avec Y^aeAc*(s)^' °"X<t> sur W°(s)™'^ . 
Compte tenu de 23.4, on a 

E R[s\^^,,^\AG'{sf"\xR[s,l]^^. 
£e(^G*(s,x)^*)^ 

Mais, par construction, R[s, 1]^^ = l)x. Le résultat découle alors de la proposition 11.5 (a). ■ 

D'après [Lu6, chapitre IV, §17], il existe un unique e-^ G {1, —1} tel que x = e^X sur W°{s)(j)\. Ce 
signe est déterminé à partir des deux exemples extrêmes suivants : 

Exemple 23.16 - Si = 1, alors e^ = l (voir corollaire 29.3). □ 

Exemple 23.17 - Si Cq, (s) est quasi-simple et si Wg ^ 1, alors, d'après [Lu6, chapitre IV, §17.2 (a)], 
on a £;)(. = (—1)*'', oii sl^^^ est le a-invariant attaché à x (voir [Lu6, §16.2]). □ 

Il résulte alors de la proposition 23.15 et du théorème de Lusztig-Srinivasan que : 



Corollaire 23.18. Si (x,0 &I{W°{s),Ag-{s),F*), alors Sr,^^ = £g£c|,.(s)£x- 
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24. Conjecture de Lusztig 

Dorénavant, nous noterons £'{G^,[s]) l'ensemble {£nR[s]n \ r] & IrrVF(s)™=^ }. Il est vraisemblable 
qu'en général £'{G^, [s]) = S{G^ , [s]). Cependant, nous ne sommes pour l'instant capable de le prouver 
que lorsque q est assez grand (voir le théorème 23.9). Nous travaillerons néanmoins avec cet ensemble. 

Nous posons £'{G^, (s)) = UaeH^F' ,Aa, (s)) £'{G^, [Sa])- 

24. A. Familles. Reprenons les notations précédant le Icmme 9.14. Si a S (F* , Aa* (s)) , soit S{a) 
l'élément de Ag»{s) représenté par g~^F{ga). En fait, l'application ô : {F* , Ag» {s)) — > Ag»{s) est 
une section du morphisme canonique ^g* (s) H^{F*,Ag'' (s)). Ce n'est en général pas un morphisme 
de groupes. 

Le groupe W{sa) est naturellement isomorphe à W{s) (grâce à la conjugaison par Ça), mais nous 
devons le munir d'un automorphisme de Probenius différent ô{a)F*. Par exemple, on a une application 
surjective (voir 23.14) 

I{W°{s), Ag' (s), ô{a)F*) Irr Wis)""^"^' 
qui induit une application surjective 

IiW°{s),AG> {s),ô{a)F*) £'{G^, [s„]). 
On en déduit une troisième application surjective 

(24.1) [] I{W°{s),AG'{s),S{a)F*)^£\G^,{s)). 
c«eHi(^'*.^G*(s)) 

Les fibres de cette application sont des Ag»(s)^ -orbites (en effet, puisque Ag*(s) est abélien, on a 
^G*(s)"^ = Ag'{s)^ pour tout a G Ag*{s)). Nous allons ici donner une autre description de cette 
surjection en termes de familles. 

Soit X un caractère irréductible de W°{s). S'il existe a £ H^{F*,Ag' (s)) tel que x "^st (5(Q!)F*-stable, 
alors l'orbite de x sous Ag* (s) est i^*-stable. Réciproquement, si l'orbite de x sous Ag* (s) est i^*-stable, 
alors il existe a e [F* , Ag' {s)) et a G Ag*(s) tels que x = x). En particulier, ""x est 

5(a)F*-stable. Nous allons donc utiliser les Ag* (s)-orbites F*-stables de caractères irréductibles pour 
regrouper les éléments de £{G^, (s)) en familles. On note 

: H\F*,Ag^{s,x)) H\F*,Ag^{s)) 

le morphisme naturel de groupes. 

Si X est un caractère irréductible de W°{s), nous noterons [x] son orbite sous Ag*(s)- On note 
AG*(s)\IrrW^°(s) l'ensemble de ces orbites. Fixons un élément F*-stable [x] G AG''(s)\Irrl^°(s). 
Alors, d'après le calcul précédent, on peut choisir x de sorte que x soit S (a^) F* -stable pour un a.^ G 
iî^(F*, Ag* (s)). Bien sûr, le couple (X)«x) n'est pas uniquement déterminé par [x]. De plus, l'élément 
a~)^ n'est pas forcément déterminé par le choix de x- 

Soit maintenant (^, a) G A^(Ag* (s, x)) -^*)- Alors il existe a G Ag*{s) tel que 

e Ag*(s,x) 

et représente a. On pose alors 

Xoc = "x- 

Le caractère Xa est déterminé à Ag* {s)^ -conjugaison près et il est facile de vérifier que Xa est stable 
sous l'action de 6{[i~)({oL)a~)^F'* . On pose alors 

(24.2) iî(s,x,a;x)a,Ç =eGecg,,(s)£x-R[s/^x(«)«x]'îxc..« ^ ^'(G^. («))• 

Alors la fonction centrale -R(s, x, ctx)".Ç dépend uniquement du choix de x, et 5 : rappelons que c'est 
un caractère irréductible, du moins lorsque q est assez grand (voir le théorème 23.9 et le corollaire 23.18). 

Proposition 24.3. Soient {^,a) et (C',a') deux éléments de M{Ag*{s,x),F*)- Alors R{s,x,ax)o:,i = 
R{s,x,oi^)a',c' seulement si {^,a) = (^',a'). 

DÉMONSTRATION - Soient (Ç,a) et (^',a') deux éléments de A4(Ag* (s, x), F*) tels que R{s,x,ax)a,i = 
R{s,x,ctx)a',Ç' ■ Alors, par construction, on sait que l-ix{oi) = MxCq^')' les caractères Xa et Xa' sont 
conjugués sous Ag* (s)^ et ^ = ^' (d'après la proposition 23.14). Soient a et a' deux éléments de Ag* (s) 
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tels que a~^S{iJ,x{c()ctx)^{'^x)~^^*i^) '^'~^^(a*x('^')<^x)^('^x)~^-^*('^') appartiennent à Ag,»{s,x) et 
représentent a et a' respectivement. Alors, puisque Xa = et Xa' = " X sont conjugués sous ^g* (s)^ , 
il existe b G Aq* (s, x) et c e Ag* {s)^ tels que a' = abc. Cela montre que a = a', m 

Si on note £(G^, (s), [x]) l'ensemble x, ax)a,Ç | (C, a) e A^(^G- (s, x), ^*)}, alors f (G^, (s), [x]) 

ne dépend que de [x] et non du choix de x et a^^.. On a alors 

(24.4) £'{G^,{s))= ]J £(G^,(a),[x]) 
et la proposition 24.3 montre qu'il y a une bijection 

(24.5) MiAG^ (s, x), F*) > £{G^, (s), [x]) 

pour tout [x] e (AG*(s)\IrrW^°(s))^ . Cette bijection dépend du choix de X) ctx^ ^- Nous noterons 
Cent(G^, (s), [x]) le sous-Q^-espace vectoriel de Cent(G^, (s)) engendré par £{G^, (s), [x]). On a, d'après 
24.4, 

(24.6) Cent(G^,(s))= © Cent(G^, (s), [x]) 

[x]e(^G.(s)\IrrVy°(s))*'* 
F* 

24. B. Transformation de Fourier. Fixons x € IrrW°(s)) dont la Ag» (s)-orbitc est F*-stable et 
soit un élément de H^{F* , Ag' (s)) tel que x soit (5(Q!x)F*-stable. Si (C, a) G A^(^g* (s, x)i -f*)! 
notons iî(s, Xî ax)a,î la fonction centrale définie précédemment grâce à ce choix-ci via 24.2. 
Si (a,T) G M'^{Ag''{s,x),F*), posons 

R{s,X,ocx)a,T = -r^ / .p,, y] ^{ay^T{a)R{s,x,ax)a,i- 

\Ag'(s,x) I (j,„)eA,(^^.(,,^),f.) 

Alors (^(s, Xj Q^x)a,i")(a,T)eAi~^(AG* (s.x),-F*) '^st une base orthonormalc de Ccnt(G^, (s), [x])- La proposi- 
tion suivante décrit l'action de H^{F,Z{G)) et de Z(G)^ sur Cent(G-^, (s), [x]) dans cette base. 

Proposition 24.7. Soit (a,T) G 7W^(Ag* (s, x), Alors : 

(a) Ê(s,x, ax)n,T G Ccnt(G-'^, (s), a). 

(b) Soit z G Z(G)^. Notons /a restriction à H^{F* , Ag*{s,x)) du caractère linéaire ùj\{z) de 
H^{F* ,Ag*{s)), où z désigne la classe de z dans Z{G)^ . Alors 

tfR{s, X, (Xx)a,T = Sa^ {z)R{s, X, ax)a,TT, ■ 

DÉMONSTRATION - La première assertion découle immédiatement de la définition. La deuxième découle 
du lemme 9.14 et de la remarque 11.1 (d). ■ 

24. C. Conjecture de Lusztig. Fixons un caractère x de W°{s) et un élément de [F* , Ag* {s)) 
tels que = x. Soit (a,T) G {Ag-{s,x),F*)- Notons Xa le caractère irréductible de W°{sY 

associé à x par la bijection 27.4. Son stabilisateur dans j4g*(s)xi < > est ^g*("S,x)>^ < <5(Q!x)'^i ^• 
On note Xa l'extension canonique de Xa à W°{sY xi (Ag*(s,x)^ < '^(o=x)0i >)• On note fa^ l'extension 
de T à Ag»(s,x)^ < ^(o!x)"^i > telle que fa^(5(a!^)ç!>i) = 1. Pour finir, on pose 

r?X,a,r = Ind|^i'(i)o>,^^. (Xa ® t) 

. ~ T iW(s)°Xl<0i> ( ~ ~ \ 

%,ax,a,r — "^^W''{s)'''yi(AG,{s,x)><i<à{ocy,)4>i>\X-"' '^^ocxJ- 

Alors î7x,a,r est un caractère F*-stable de W{sY et rix,ax,a,T est une extension de ??x,a,r à PF(s)"xi < çii >. 
Théorème 24.8. Avec les notation précédentes, on a 

R{s, X, Oix)a,T = eG£c° . (s)ex^(s, a)i7x,a^.a,x • 
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DÉMONSTRATION - Quitte à changer d'élément semi-simple F*-stable dans (s), on peut supposer que 
= l (rappelons qu'alors ô{ax) = !)■ D'autre part, le résultat ne dépend pas du choix de la section 

i5, donc nous pourrons supposer que S{fii{a)) € Ag»{s,x) pour tout a G Ag*{s,x)- Ici, m : Ag*{s) — > 
{F* , Ag* (s)) est l'application canonique. 

Soit a e Ag'{s,x)- Notons â la classe de a dans H^{F* ,Ag'{s,x))- Alors il existe b G Ag*{s) tel 
que b~^S{^ii{a))F* (h) = a et on pose Xa = ^X- Alors iî[s^j(„)]^^^ ^ ne dépend que de â et est égal à 
R[s^^(^â)]vx- ?" suite, si on note Xa,a le caractère irréductible de W°{s)"' associé à Xa par la bijection 
27.4, on a ° 

R{s,X,ax)a,T = X, E ^(")"^^[«w(a)'«]xa,a- 

D'autre part, si w e W°{s)°', on a Xa,a(w^^(Mi(Q:))Ç^i) = Xaib~^wba) et R^^ „ aP^^H^M)"» = 
R9 , ^ Par suite, 



^^"'^'"-^"'^ = \W°{sr^AG>{s,x)\ ^ 
ce qui montre le résultat (voir aussi [Bon2, lemme 3.1.1]). ■ 



Le théorème 24.8 et le théorème 22.5 montre la conjecture de Lusztig pour tous les groupes de type A 

lorsque q est assez grand : 

Corollaire 24.9 (Conjecture de Lusztig en type A). Avec les notation précédentes, on a 

R{s,X,ax)a,T = SGec^^(^s)£xS{'L's,a,UJl.,,^,s{a))~^XK{s,a)„^^^^^,fix.a.x,a,-r- 



25. Le groupe spécial linéaire 



Nous précisons ici, dans le cas du groupe spécial linéaire, quelques-uns des résultats obtenus dans le 
chapitre précédent. Nous établissons aussi une décomposition de Jordan des caractères et sa compatibilité 
avec l'induction de Lusztig (voir le diagramme 25.5). 

Hypothèse : Dorénavant, et ce jusqu'à la fin de cette section, nous fixons un groupe à 
centre connexe G, de type An-i muni d'un endomorphisme de Frobenius déployé F sur 
¥q et nous supposerons que G est un sous-groupe de Levi F -stable de G». 

Notons avant de commencer que l'hypothèse entraîne que = 1 et donc que = 1 pour tout 
caractère irréductible i^*-stable x de W°{s) (voir exemple 23.16). En d'autres termes, F* agit sur W°{s) 
(qui est un produit direct de groupes symétriques) seulement par permutation des composantes. 

25. A. Théorie de Harish-Chandra. Commençons par décrire les séries de Harish-Chandra contenues 
dans £:(G^, [s]). 

Proposition 25.1. On a £(G^ , [s]) = e{G^ ^'Ls, P^')- 

Démonstration - D'après la proposition 23.5, on a \£{G^ . [h\)\ = | Irr VF(s)^* |. D'après 16.6, on 
a |f (G^, Ls, p^")! = I Irr W(s)-^* |. Puisque £{G^ jhg, P^') est contenu dans £{G^,[s]), on a en fait 
l'égalité de ces deux ensembles. ■ 

D'après la proposition 25.1 et d'après 16.6, on obtient une bijection 

IrrW^(s)^* f(G^,[s]) 

7] I > Rr,[s]. 

En fait, cette bijection coïncide avec celle obtenue via l'isométrie R[s], du moins lorsque q est assez grand : 
Théorème 25.2. Si la conjecture {&) a lieu dans G, alors Rti[s] = eGs:c^,{s)R[s]ri pour tout ri G 
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DÉMONSTRATION - Soit Wi un sous-groupe parabolique standard F*-stable de W°{s) et soit Ai son 
normalisateur dans Ag*{s)^ . Alors, par le même raisonnement que dans la preuve du lemme 23.10, on 
aWi x\ Al = W-l{s) pour 

Le groupe L est en fait G-déployé. Donc, compte tenu du corollaire 28.3, de la proposition 23.7 et 
du théorème 16.10 (c), il suffit de montrer le résultat lorsque ij se factorise en un caractère linéaire de 
^G*(s)^ . Cela découle alors de 16.7, du théorème 16.10 (b) et de la proposition 23.8. ■ 



La preuve du théorème 25.2 montre également la version suivante plus précise du corollaire 23.11. Il 
n'y a pas besoin d'hypothèse sur q car on peut passer par la théorie de Harish-Chandra et le théorème 
16.10 (c). 



Corollaire 25.3. Notons Sd l'ensemble des couples (L, p) ou L est un sous-groupe de Levi G-déployé de G 
dont un dual L* dans G* contient s et p E £(L^, [s]) est un caractère semi-simple. Soit 7 G Cent(G^, [s]). 
Alors les assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) ^GZ£{G^,[s]). 

(2) 7 e e ZR^p. 

(L,p)e5d 

(3) Pour tout (L,p) e Sd, (*-Rl7,p)l^ e Z. 



Corollaire 25.4. Notons TZd l'ensemble des couples (L,x) ou L est un sous-groupe de Levi G-déployé de 
G dont un dual L* dans G* contient s et x ^ ^(L^, [s]) est un caractère régulier. Soit 7 e Cent(G'^, [s]). 
Alors les assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) ^GZ£{G^,[s]). 

(2) 7 e © ZR^x- 

(L,x)eK<i 

(3) Pour tout (L,x) S TZd, {*R^J,x)i.^ e Z. 



25. B. Décomposition de Jordan. D'après [Bon2, proposition 6.4.3], l'application i* induit une bijec- 
tion entre £{i*~^{CG'{s))^ , 1) et £{Cg*{s)^ , 1). Par suite, d'après [Bon2, 7.4.3], on a une bijection 



IrrlV(s)^* 
V 



£iCG'isf ,1) 



On obtient donc une bijection 



Kg,.: ^:(G^,W) 

Rr,[s] 



£{CG'{sr',i) 

Rs.n 



appelée décomposition de Jordan des caractères de G^. 

Soit L un sous-groupe de Levi F-stablc de G et soit L* un sous-groupe de Levi F*-stable de G* dual 
de L et contenant s. D'après le théorème 25.2, d'après la proposition 17.24 et d'après [Bon2, théorème 
7.6.1], le diagramme 



Z£{L^,[s]) 



-^Zf((7L.(s)^ ,1) 



(25.5) 



dCg* (s) 
SCâ.(s)£C°.(s)^CL.(s) 



Z(£:(G^, [s]) Z£{Cg* {sf , 1) 



est commutatif lorsque la conjecture ((5) a lieu dans G. 
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26. Questions en suspens 

1. Il serait intéressant d'étudier les questions abordées dans ce chapitre (séries de Harish-Chandra, 
décomposition de Jordan) dans le cas des groupes de type A non nécessairement déployés. Concernant 
la question de la décomposition de Jordan, il faudrait établir l'analogue de la bijection [Bon2, 7.4.3]. La 

commutativitc do l'analogue du diagramme 25.5 est alors purement formelle. 

2. A travers le théorème 23.9, on obtient un paramétrage des caractères irréductibles de par les 
paires {x,0 ^n utilisant seulement un caractère de Gelfand-Graev de G^. Un autre paramétrage par 
les paires (x,Ç) a été obtenu par Shoji [Sh2] (ou encore [Bon5]) en utilisant les caractères de Gelfand- 
Graev généralisés. Il serait intéressant de relier ces deux paramétrages. Cela permettrait de relier les 
transformées de Fourier introduites ici et les caractères fantômes définis par Shoji dans [Sh3]. 

3. L'écriture d'un algorithme effectif, à partir des résultats de cet article, pour calculer la table de 
caractères des groupes réductifs connexes de type A est maintenant théoriquement possible. Cela reste 
tout de même un travail considérable. 
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Appendice A. Produits en couronne 

Nous allons rappeler dans cet appendice quelques faits sur les caractères de produits en couronne de 
groupe finis. Nous reprendrons essentiellement ce qui est fait dans [Bon2, §2]. 

Dans cet appendice, r, di,. . . , dr désigneront des entiers naturels non nuls. On se fixe des groupes 
finis Gi,. . . , Gr et on pose 

r 

G° = Yli Gi X •■• X Gr) . 

di fois 

On fixe aussi un morphisme de groupes A — > 6^1 x • • • x &d^. Alors A agit sur G° via ce morphisme par 
permutations des composantes et on pose 

G = G° y\A. 

27. Extension canonique 

27. A. Définition. Si x est un caractère irréductible de G°, on note ^(x) son stabilisateur dans A et 
G(x) son stabilisateur dans G. On a G(x) = G" x A{x). La proposition suivante est classique et sa 
preuve peut par exemple être trouvée dans [Bon2, Proposition 2.3.1] : 

Proposition 27.1. Soit x un caractère irréductible de G°. Alors il existe une unique extension x dex 
à G telle que x(o:) soit un entier naturel non nul pour tout a € ^(x) • 

Soit I{G°tA) l'ensemble des couples (x,0 où x G IrrG° et Ç € Irrj4(x). Le groupe A agit par 
conjugaison sur I{G° ,A) et, par la théorie de Clifford, l'application 

(17 1^ 

^ ^ ^ (X,0 ^ lndg(^)(x®0 

induit une bijection entre X(G° , ^4) /A et Irr G. 

Le caractère irréductible x de la proposition 27.1 sera appelé V extension canonique de x à G(x). Soit 
a E A. Dans [Bon2, 2.2], l'auteur a construit une application 

(27.3) 7r„ : G°a — > G™ 

induisant une bijection bien définie entre l'ensemble des classes de conjugaison de G° x < a > contenues 
dans G°a et l'ensemble des classes de conjugaison de (G°)" ainsi qu'une bijection 

(IrrG°)« Irr((G°)«) 

X ' * Xa- 

Si X € (IrrG°)", nous noterons Xa la restriction de x à G°a. Alors (Xo)xe(irrG°)" est une base or- 
thonormale de Cent(G°a). Ces deux applications satisfont la propriété suivante : si x est un caractère 
irréductible de G° et si a e A{x), alors 

(27.5) x{w) = Xai^aiw)) 

pour tout w e G°a. Rappelons aussi que 7ro(a) = 1 donc x(a) = Xa(l)- D'autre part, l'application tto 
induit une application linéaire 

<: Cent((G°)») Cent(G°a) 

/ I > /oTTa 

et l'égalité 27.5 montre que c'est une isométrie. 

Exemple 27.7 - Nous rappelons ici la définition de ces deux applications dans un cas particulier dont 
le cas général peut aisément se déduire par produit direct. Supposons que r = 1 et posons d = di. 
Supposons aussi que "(iwi, . . . , Wd) = {wd, wi, . . . , Wd-i)- Alors Gi ~ (G")" et, via cet isomorphisme, 

■ïïa{wi, . . . ,Wd) = Wi . . .Wd 

et 

IrrGi — > (IrrG°)" 

X ' — ' xo---®x 

^ V ' 

d fois 
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est la bijection réciproque de la bijection 27.4. □ 



27. B. Induction. Fixons maintenant a € A et une famille {Hij)i ^ i ^ r,i ^ j ^ du où Hij est un sous- 
groupe de Gj. On pose 

r 
i=l 

et on suppose que H° est a-stable. Alors la restriction de tt^ à H°a est l'analogue de TTa pour le groupe 
H° et on a encore une isométrie toujours notée tt* : Cent((iî°)'') Gent{H°a). D'autre part, il résulte 
de [Bon2, lemme 3.2.1] que le diagramme 



Cent((iî°)'') 



■ Gent{H°a) 



(27.8) 



Ind 



indi:: 



Cent((G°)") 



Cent(G°a) 



est commutatif. 



Proposition 27.9. On a : 

(a) Six& (IrrG°)", alors 

Indgo,Xa= J2 ^lndg(^)(x®0- 

leirr G(x)/G° 

(b) L'application Ind^o^j a pour image l'espace des fonctions centrales sur G qui s'annulent en dehors 
de G°[a\, où [a\ est la classe de conjugaison de a dans A. 



DÉMONSTRATION - (a) Par la transitivité de l'induction, on peut supposer, et nous le ferons, que G{x) = 
G. Notons A' =< a > et G' = G° x A'. Nous noterons x' la restriction de % à G'. D'après 1.3, on a 

Indgo„Xa = Indg,( ^ e(a)-'(x®0)- 

Par conséquent, 

Indgo„Xa = X® (lndi,( ^ 

Il ne reste donc plus qu'à montrer que 

Ind^,(5^ W)^)= ^ W)t 

ce qui est évident. 

(b) D'après les formules données dans la preuve de 1.3, l'application Indgo„ a pour image l'espace des 
fonctions centrales sur G' nulles en dehors de G°a. (b) en découle car toute classe de conjugaison de G 
contenue dans G°[a] rencontre G°a. m 



28. Produits en couronne de groupes symétriques 



Nous ferons dans cette section l'hypothèse suivante : 



Hypothèse : Jusqu'à la fin de cette section, nous fixons une famille d'entiers naturels 
non nuls ^ i ^ r et nous supposons que Gi = S„^, le groupe symétrique de degré n^. 
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Fixons un entier i e {1,2, ... ,r}. Notons Si : Gi {1,-1} la signature. Si A = (Ai,...,Aa;) est 
une partition de rii, nous noterons Gj,A le sous-groupe (parabolique) de G, isomorphe à 6ai x • • • x 
(sous-groupe de Young). Nous noterons A* la partition duale de A. Nous noterons 6a le nombre de 
transpositions contenues dans Gi^\* : on a 

X 

bx = ^(j - 1)A,- 

Par exemple, 6(„.) — 0. Notons xa l'unique caractère irréductible commun à Indg' ^ Iq. ^ et £i (8> 
Indg' Ig- ^. (voir [GP, théorème 5.4.7]). Toujours d'après [GP, théorème 5.4.7], on a 

(28.1) Indg;^ 1g.,. = XA + E /5a,.Xm- 

b^<bx 

Revenons à notre groupe G° . Nous noterons V l'ensemble des familles A = (Xij)i ^ i ^ r.i ^ j ^ rf, où 
Xij est une partition de rii. Le groupe A agit naturellement sur V par permutations. Nous posons alors 

r 
i=l 

et nous notons Ax le stabilisateur de A dans A, c'est-à-dire le normalisateur de dans A. On pose 

Ga = G> Ax. 

Nous noterons XA le caractère irréductible de G° défini par 

r 

XA = (g)(XAn «'•••®XA,,,)• 
^=1 

Il est facile de vérifier que 

^(Xa) = ^A. 

Notons l'ensemble des couples (A, ^) tels que A G [P/A] et ^ € IrrA^. Posons maintenant 

Xx,è = '^^'^G<'xA^{XX^^) 

et nA,ç = Indg^ e 

Alors l'application V+ I{G°,A), (A,Ç) i-^ (xa,6 induit une bijection entre V+ et I{G°,A)/A. Par 
conséquent, l'application 

V+ — > IrrG 
(A,0 ^ XX« 

est bijective. 

Proposition 28.2. Si (A,Ç) G P+, alors 

nA,i = Xa,î + /3A,i,/ii,Ç'X^,{, 



(M,«')eP+ 



OÙ Px,ç,^,,i' e N. 



DÉMONSTRATION - Tout d'abord, remarquons que. si le résultat de la proposition est vrai lorsque A = Ax, 
alors il est vrai dans le cas général. Nous pouvons donc supposer, et nous le ferons, que A = Ax. 
Soit (/x,e') G V+ tel que {TLx,ç,xt,i')G 0. Alors 

(Resgo nA,ç,Resgo xti')Go^O. 

Mais, par la formule de Mackey 

Resgo Ha.ç = Ç(l) Y. I"dg:>.lGâ>. 
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et Resgo x+ = ^ ^"a.- 

Par suite, il existe a e A tel que (Ind^o^ ^g%^,Xij,)g° 7^ 0. D'après 28.1, ceci implique que /li = "A ou 

que bu < bax = h\. Dans le premier cas, on a alors \ — fi car A et /x parcourent ['P/^]- Il nous reste 
donc à montrer que, si Ç et Ç' sont deux caractères irréductibles de A^, alors 

10 sinon. 

Puisque A = Ax, on a 

(nA,4,xX{')G = (^,e'<S)Resg^XA)Gx 

Il nous suffit donc de montrer que, pour tout a G Ax, 
(**) 1^ E XaM) = 1- 



Al 



weG' 



mais. 



\G 



^ E XA(«^a) = (lG°a,Resgo„XA)G°a 



weG 



(Indgo" 1g° a, Resgc„ XA)G°a 



= 1, 



= (Ind}^„5»l(G5;)°'(XA)a)(Go)» 



l'avant-dernière égalité découlant de la commutativité du diagramme 27.8, la dernière découlant de la 
formule 28.1 appliquée au groupe ■ 

Les deux corollaires suivants découlent facilement (par une récurrence descendante sur 6a) de la propo- 
sition 28.2. 

Corollaire 28.3. Zlrr G = ZUxç. 

(A,£)eP+ 

Corollaire 28.4. Soit î] £ Cent((j). Alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

(1) r) G ZIrrG. 

(2) Pour tout (A,Ç) € V+, (Resg v,Og^ S Z. 



29. Extension canonique, extension préférée 



Soit {W°,S) un groupe de Coxctcr cristallographique fini. Notons Autcoxeter(M^°, •S') le groupe des 
automorphismes a de W° tels que a{S) = S. Fixons un groupe fini A et un morphisme de groupes 
A Autcoxctcr(W^°, S). A travers ce morphisme, A agit sur W° et on peut former le produit semi-direct 

W = W° >^ A. 

Soit X un caractère irréductible de W°. Si o e A{x), Lusztig [Lu6, chapitre IV, §17] a défini une 
extension do x à W° >^ < a >, appelée extension préférée dont une des propriétés est que la représentation 
sous-jaccntc est définie sur Q. Nous voulons montrer ici la proposition suivante : 

Proposition 29.1. Il existe une unique extension de x à W° xi A{x) dont la restriction à tout sous- 
groupes W°yi < a>, où a parcourt A{x), soit l'extension préférée de Lusztig. 

Démonstration - L'unicité de l'extension vérifiant les conditions de l'énoncé est évidente. Montrons 
en l'existence. Tout d'abord, nous pouvons travailler à conjugaison près par un élément de A en raison 
du lemme suivant (dont la preuve est immédiate) : 
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Lemme 29.2. Soient a etb deux éléments de A. Notons x l'extension préférée de Lusztig 
à W°yi < a >. Alors est l'extension préférée de Lusztig de ^x à W°xi < bab~^ >. 

Nous pouvons supposer, et nous le ferons, que A = Autcoxotor {W° , S) et que le morphisme A — > 
Autcoxeter(W^°, 5') est l'identité. Par produit direct, on peut aussi supposer, et nous le ferons, que A{x) 
agit transitivement sur l'ensemble des composantes irréductibles de W° . En d'autres termes, W° est un 
produit direct de d copies d'un groupe de Coxeter cristallographique fini irréductible {Wi,Si), on peut 
écrire x = Xi ^ ' ' ' ^ Xd où, pour tout i, Xi est un caractère irréductible de Wi, A = {Ai)''' x 6^, oii 
Al = Autcoxotcr(VKi, 5*1) et l'image de A{x) dans &d est un sous-groupe transitif de &d- 

Soit i £ {1, 2, ... , d}. Puisque l'image de A{x) dans &d est un sous-groupe transitif, il existe cr G et 
(61, . . . ,bd) & (Ai)'^ tels que a{l) = i et a.{bi, . . . ,bd) G A{x)- En particulier, ^'Xi = Xi- Par conséquent, 
il existe (ai, . . . , a^) S (^1)'' tels que, pour tout i, on ait Xi = "'Xi- 

Notons T le cycle de longueur d égal à {1,2, ... ,d). Alors, quitte à remplacer x par ("i'- ••'"<i);^ (en 
utilisant le lemme 29.2), on peut supposer, et nous le ferons, que Xi = "■■ = Xd- En particulier, 
^(x)=^i(Xi)''>^6d. 

Supposons démontré le résultat lorsque d = 1. Notons alors xi l'extension de xi à Wi x Ai{xi) 
telle que Resj![^J^^^>^' xi soit l'extension préférée de xi à Wi x Ai{xi). Alors l'extension canonique de 
Xi ® • • • ® Xi & W = {Wi X ^1)'' XI &d vérifie les conditions de l'énoncé. 

On est donc ramené au cas où d = 1, c'est-à-dire au cas où W° = W\ est irréductible. On peut même 
supposer que A{x\) 7^ 1- Dans ce cas, à part lorsque Wi est de type £>4, Ai est cyclique d'ordre 2 et 
le résultat est évident. Supposons donc que W° est de type D4,. Alors A ~ S3. Deux cas peuvent se 
produire : 

• Si 3 ne divise pas |^(x)l) alors |A(x)| = 2 et le résultat est évident. 

• Si 3 divise |^(x)|. alors, d'après [Lu5, proposition 3.2], A{x) = ^ et il existe une extension x' de x à 
W° X A{x) dont la restriction à W° x < 6 > est l'extension préférée de Lusztig lorsque 6 G A est d'ordre 
3. Notons e le caractère signature de ^4 ~ 63. Il est alors clair que x' ou x' £ satisfait aux conditions 
de la proposition. ■ 

L'extension de x vérifiant les conditions de la proposition précédente sera appelée V extension préférée 
de X à 14^° X A{x). 

Corollaire 29.3. Si A agit sur W° seulement par permutation des composantes irréductibles, alors 

l'extension préférée de x à W° x A{x) est l'extension canonique. 

Corollaire 29.4. Soit A' un sous-groupe de A et posons W = W° x A'. Soit x G IrrVF° et notons x 
(respectivement x') l'extension canonique dex à W{x) (respectivement W'{x) )■ Alors x' est la restriction 
de X- 
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Appendice B. Sommes de Gauss 

Le but de cet appendice est de donner des formules pour les racines de l'unité Ç{G,Q lorsque C G 
Z^^^{G) est F-stable. D'après [DiLeMi2, proposition 2.4], Ç{G,() peut être décrit par un produit de 
sommes de Gauss. Dans la section 30, nous rappelons quelques propriétés générales des sommes de Gauss. 
Nous appliquons ces résultats dans la section 31 pour calculer explicitement les racines de l'unité. 

Notation - Nous noterons r l'entier naturel non nul tel que q = p^. 

30. Sommes de Gauss 

Un caractère additif xi '■ '^p ^ Qe^ non trivial a été fixé dans le §14.B. Si s G N*, on rappelle que 
Xs : Fp. ^ Q^^ est défini par Xs =Xi° Tr^^, oii Tr^ : ¥ps ¥p est la trace. Si s G N* et si é» : F^, ^ ^ 
est un caractère linéaire, nous noterons 

la somme de Gauss associée. La première identité sur les sommes de Gauss est bien connue : si 6 est non 

trivial, alors 

(30.1) Gs{0)g,{e-')^p'9{^i). 

Nous allons maintenant traiter un cas particulier intervenant dans le groupe spécial unitaire (voir la 
preuve de la proposition 31.4). Il s'agit des sommes de Gauss de la forme Q2r{6), où 6 est un caractère 
linéaire non trivial de F^2 tel que 9''^^ = 1 (rappelons que q = p^). Tout d'abord, notons qu'un tel 
caractère est trivial sur F^ (surjectivité de la norme). Il découle alors de la formule 30.1 que Q{9) = ±q. 
Nous allons déterminer exactement le signe. 

Pour cela, notons Tr : ¥q2 ¥q la trace. Elle est surjcctivc et F^-linéaire. Donc il existe ^ G F^2 tel 
que Tr^ = 0, de sorte que KerTr = F,^. Si q est pair, alors KerTr = F, (donc on peut prendre ^ = 1). 
Si q est impair, ^ est un élément de F^2 tel que appartient à F, mais n'est pas le carré d'un élément 
de Fg. Alors, si 6 est un caractère linéaire non trivial de F^2 tel que = 1, on a 

(30.2) g^rie) = eiOq. 

Remarque - On a toujours G F^ , donc é'(^) G {1, -1}. De plus é'(^) ne dépend pas du choix de 
Notons aussi que, si q est pair, on a ^ G F^ donc 6{^) = 1. □ 

Preuve de 30.2 - Nous remercions J.L. Waldspurger pour nous avoir présenté la formule 30.2 ainsi que 
l'argument suivant. Tout d'abord, puisque 6 est trivial sur F^ , on a 

^2r(^) = ^ E E 0{xy)xr{Tr{x)). 

Par un changement de variable évident, on obtient 

^^r{0) = ^ E E 0{x)xr{yTr{x)) 

= ^ E 0ix){j2 Xr{yTr{x))) 
xeF^2 î/eFf 

= ^((5-1) E ^(^)- E ^(^)) 

xeF^,nKerTr xe¥^^ 

g-' g-' 

Trx^O 

= E ^(^)- E ^(^)) 

xGF^^nKerTr xG¥\ 
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Puisque 9 est non trivial, la deuxième somme est nulle. Puisque KerTr = Fg^ et que 6 est trivial sur , 
la première somme vaut (g — 1)6{Ç). Au bilan, il nous reste G2r{^) = 6{^)q. ■ 

Nous terminons cette section par un cas particulier classique, dû à Gauss. Supposons ici p impair. 
Soit Cs '■ ^p>' — >■ {1; ^1} le caractère de Legendre, c'est-à-dire l'unique caractère d'ordre 2. La formule 
30.1 montre que A,, = p^'^^^G.siCg) est une racine quatrième de l'unité. Sa valeur dépend du choix de 
Xi ainsi que du choix d'une racine carrée de p dans Q^. Posons i = j(l/4) (rappelons que j : Q — > Q^^ 
est le morphisme de groupe de noyau Z défini dans la sous-section l.B). Alors i est une racine primitive 
quatrième de l'imité. Si p = 1 mod4, on prend p^^^ = GiiCi). Si p = 3 mod4, on prend p^^"^ = i~^Gi{jC.i). 
Il résulte de 30.1 que p^^^ est alors une racine carrée de p. Alors, d'après [Ga, Vil. 356], on a 



(30.3) Xs = 



si p = 1 mod 4, 
si p = 3 mod 4. 



31. Calcul de g{G, C) 

31. A. Propriétés générales. Rappelons qu'il a été fixé un morphisme injectif K : qui 
fournit, par restriction à F^ un caractère linéaire que l'on notera encore k. Avant d'exprimer Q(G,Q 
sous forme d'un produit de Gs{k"^), nous aurons besoin de quelques notations. Notons (ci7^)QGAo la 
Q-base de F(To/Z(G)°) duale de Aq. Notons Ao/cpo l'ensemble des orbites de (po dans Aq. Pour finir, 
si a; £ Ao/(j)o, notons a^^ £ uj un représentant et r^ l'entier naturel non nul tel que Fl"l(aaj) = p^^a^- 

Soit C e H^{F,Z{G))''. Fixons C e A:(To/Z(G)°) tel que C = k o Rcs^fc)*^^" C Alors, d'après 

[DiLeMi2, proposition 2.4], on a - 1) < L^a^ >To& ^ POur tout co G Ao/0o (car {F - est 
trivial sur 2{G)) et 

(31.1) ^(G,C) =»?Gg"5'"^"-^^^ n ^rjK^^''"-'^^^'^"-^^''). 

aieAo/<^o 

Il est immédiat que le membre de droite ne dépend pas du choix de k, ce qui est souhaitable. Nous allons 
maintenant rappeler quelques propriétés des nombres G{G,Ç,). 

Soit G un groupe réductif connexe muni d'un endomorphisme de Frobenius F : G ^ G défini sur F, 
et soit TT : G ^ G est un morphisme isotypique défini sur F^. Alors tt induit un morphisme surjectif 
Z{G) -Z(G) et, si on note alors ( = ( ott e Z(G)^, alors il découle facilement de 31.1 que 

(31.2) g(G,C)=e(G,C). 

D'autre part, si G = Gg x • • • x Gq {k fois) et si F permute transitivement les composantes Gq, 
notons Co € H^{F'^ , Z{Go)) le caractère correspondant à Ç,. On a alors, d'après [DiLeMi2, preuve de la 
proposition 2.5], 

(31.3) a(G,C) = g(Go,Co). 
Ici, G{G,Çq) est calculé en utilisant l'isogénie F'^. 

31. B. Cas cuspidal. Nous supposons maintenant que C, G Z^'^^{G) et que C, est F-stable. Alors toutes 
les composantes irréductibles de G sont de type A. Par suite, compte tenu de 31.2 et 31.3, il suffit de 
calculer ^(G, C) lorsque G = SL„(F) et F = cr'^ oFnat, oii G {0, 1}, Fnat : G ^ G est l'endomorphisme 
de Frobenius déployé sur F^ et a : G ^ G, 5 i— > J*g~^J. Ici, J désigne la matrice monomiale dont les 

coefficients sur la deuxième diagonale sont tous égaux à 1. 

Proposition 31.4. Supposons que G = SL„(F) et que F = a'^ oFna,t, où k € {0, 1}. On pose e = (—1)'°. 
Soit C G Z^^^{G) et supposons que ^ est F-stable. Alors Ç est d'ordre n, n divise q — s, et : 



(1 si n est impair, 

G{G,Q = < (,-e)(n-2) . . 

I— Ar(— 1) 8 sî n est pair. 



Remarque - La formule de la proposition précédente est close grâce à 30.3. □ 
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DÉMONSTRATION - Le fait que ( est d'ordre n découle de la table 7.3. Par conséquent, ( est injectif et 
F-stable, donc F agit trivialement sur Z{G). Par conséquent, n divise q — s car F agit sur Z{G) par 
élévation à la puissance eq. En particulier, n est premier à p. Nous aurons besoin de quelques notations. 
On numérote les n — 1 racines simples comme suit : 



Q{G,0 



ai «2 «n-l 

o — o — • • • — o 

Notons pour simplifier wj = zu^. pour 1 ^ j ^ n — 1. Il existe alors un entier fc e Z premier à n tel que, 
pour tout 1 < j < n — 1, on ait 

< C, ^) >To= • 

• Commençons par étudier le cas déployé (c'est-à-dire fc = 0, ou encore e = 1). Alors çio est l'identité 
et on a 

= {-iT^'q-"^ n Qr{{n^'~^^'''y), 

la dernière égalité découlant do ce que k est premier à n. Notons 7 le caractère linéaire K^i~^y'^ de F^. 
En regroupant j et n — j et en utilisant 30. f, on obtient : 

7(— 1)^+^^ ^ ~ si n est impair, 

— Ar7(— f )"'"^^^ ''"^ si n est pair. 

Puisque k{—1) = —1, on a 7(— 1) = (— l)*^'^"^-'/". Cela montre le résultat annoncé lorsque n est pair. 
Lorsque n est impair, la simplification provient du fait que 7(— 1)^ = 7(— 1)" = 1 et donc que 7(— 1) = 1. 

• Étudions maintenant le cas où fc = 1, c'est-à-dire s = —1. Alors <i>Q{aj) = an-j pour tout 1 ^ j < n— 
1. Deux cas se présentent : 

_ (n-l)/2 

q-"^ n ^2r((K^'^'"^^/")''^') si n est impair, 

(n-2)/2 

-Xrq-"^ n Ê^2r((«^'''-'^/")'=^) Sinon. 

Notons 7 la restriction de k'=('î^~i)/" à F^2 ■ Alors 7 est non trivial et 7'^+^ = 1 car n divise q + 1 = q — e. 
Notons, comme dans la preuve de 30.2, ^ un générateur du noyau de la trace Tr : ¥^2 ¥q. D'après 
30.2, on a 

jiS.y^'^^ ' ~ si n est impair, 

— Ar7(Ç)"'"^^^ si n est pair. 

Lorsque n est impair, alors 7(Ç)^ = 7(0" = 1 (car € et 7 est trivial sur F^ ) et donc 7(0 = 1, ce qui 
montre le résultat attendu. Supposons maintenant n pair. Alors ç et fc sont impairs et on peut prendre 
^ = ^(«+^)/^ où Co est un générateur de F^^^- On a alors 7(0 = /î(C^^'"^^/^)'=(«+i)/". Or, = -1, 

donc 7(0 = (-l)'=(«+i)/" = (-l)(9+i)/". Cela termine la preuve de la proposition. ■ 



Q{G,0 



e(G,C) 
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